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 МАТЕРИАЛЫ КОНФЕРЕНЦИЙ 
Системно-структурная модель предполагаемого 

решения может быть представлена в виде следующей 
схемы, приведенной на рисунке.
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Постановка задачи. Воспользовавшись уже полу-
ченными результатами в только что созданной новой 
науке – математической теории развития, постро-
ить математическую модель функционирования СО, 
учитывающую подготовку специалистов требуемой 
квалификации и дефицитных для общества специ-
альностей. В рамках этой модели поставить матема-
тическую оптимизационную задачу, решение которой 
обеспечит максимальный выпуск в течение заданного 
промежутка времени указанных специалистов.

Актуальность поставленной задачи. Задачи повы-
шения качества образования были и остаются весьма 
актуальными задачамипросвещения.Предложенная 
в работе математическая модель СО позволяет описы-
вать динамику получения качественного образования 
по различным специальностям, а также решать задачу 
перераспределения ресурсов для максимизации выпу-
ска специалистов высокой квалификации и дефицит-
ных для общества специальностей. 

Анализ последних исследований и публика-
ций. С целью решения выше поставленной задачи 
применяется математическая теория развивающих-
ся систем (РС), основы которой заложил академик 
В.М. Глушков при изучении макроэкономических 
задач [6-8]. В работах Иванова  В.В. [8,12-14], Яцен-
ко  Ю.П. [11] и Гирлина С.К. [1-5, 12]эта теория по-
лучила дальнейшее развитие и оформилась в новое 
научное направление – математическую теорию раз-
вития [12], в рамках которой Гирлиным  С.К. в резуль-
тате анализа ряда доказанных теорем были открыты 
три фундаментальных законов развития (любой си-
стемы и процессов) [12, с. 67-79].

В качестве РС можно рассматривать любую си-
стему, если в ней можно выделить хотя бы одну под-
систему самосовершенствования, главная функция 
которой – само существование и развитие системы. 
Любую СО: школу, вуз, СО Крыма, СО РФ и т.п., 
можно рассматривать как развивающуюся систему. 
В качестве подсистемы самосовершенствования СО 
можно выделить подсистему, главной функцией ко-
торой есть производство новых рабочих мест (РМ) 
сотрудников СО. Продукты деятельности СО, обе-
спечивающие выполнение этой функции (внутренней 
для системы) будем называть продуктами первого 
рода. Продукты, обеспечивающие выполнение систе-
мой основной (внешней для системы) функции, будем 
называть продуктами второго рода. В СО продуктами 
первого рода являются новые рабочие места сотруд-
ников СО, производящие новые РМ сотрудников СО, 
а также выполняющие свою основную функцию – вы-
пуск квалифицированных специалистов определен-
ных специальностей (т.е. продуктами второго рода 
являются РМ выпускников СО). Под РМ понимается 

не какой-либо конкретный работник, а совокупность 
трудовых функций, выполняемых одним работником 
за единицу времени (рабочую смену, неделю, месяц 
и т.п.), причем выполнение этих трудовых функций 
должно быть обеспечено материально, энергетически 
и информационно. В работе приведена система урав-
нений и неравенств многопродуктовой модели СО 
и поставлена оптимизационная задача. 

Следует отметить что описание многих процессов 
интегральными уравнениями вольтерровского типа 
имеет определенные преимущества при описании 
этих же процессов дифференциальными уравнения-
ми. В 1959 г. и 1973 г. академик Л.В. Канторович при 
изучении однопродуктовой экономической модели 
пришел к необходимости введения функции в ниж-
нем пределе интеграла вольтеровского вида [9,10]. 
Независимо от него в 1977 г. при математическом 
исследовании макроэкономической задачи академи-
ком В.М. Глушковым был введен новый класс дина-
мических моделей, представляющий собой описание 
управляемых динамических систем с помощью ин-
тегральных уравнений вольтеровского типа. Харак-
терной особенностью уравнений Глушкова является 
наличие функций в нижних пределах интегралов. 
Основной фундаментальный результат этого иссле-
дования заключался в следующем: для максимизации 
выхода продуктов потребления на достаточно боль-
шем отрезке времени планирования доказана необ-
ходимость возрастания в начале временного отрезка 
планирования доли числа рабочих мест в подсистеме 
самосовершенствования (т.е. в в группе А – группе 
производства средств производства) и лишь на заклю-
чительном отрезке времени планирования необходимо 
максимальное возрастание доли рабочих мест в груп-
пе Б (т.е. в группе производства предметов потребле-
ния). Почти во всех публикациях исследовались зада-
чи для развивающейся системы с заданной начальной 
предысторией, причем непосредственное воздействие 
на систему внешних для нее факторов не рассматри-
валось. На основе разделения ресурсов развивающей-
ся системы на внутренние и внешние (поступающие 
в систему извне) В.В. Ивановым и С.К. Гирлиным 
были предложены [3], а позже и уточнены [1] урав-
нения развивающейся системы, которые в отличие 
от уравнений Глушкова используют функции более 
широкого класса (вместо непрерывных функций – 
кусочно непрерывные) и которые позволяют ставить 
и решать задачи, которые в рамках моделей Глушко-
ва не могут быть поставлены (например, задачи мо-
делирования возникающих РС, задачи оптимального 
распределения не только внутренних, но и внешних 
ресурсов РС, поступающих в РС из внешней среды).

Впервые модели Глушкова для описания функци-
онирования СО предложил Иванов В.В. [13, с. 234-
235]. В [2, 4] Гирлин  С.К. предложил для этой же 
цели применить более широкий класс моделей. На-
стоящая работа представляет собой дальнейшее раз-
витие [1, 2, 4].

Одна из главных особенностей интегральных мо-
делей В.М. Глушкова заключается в том, что вся раз-
вивающаяся система, которую эти модели описывают, 
разбита на две подсистемы: одна из них выполняет 
внутреннюю функцию, заключающуюся в совершен-
ствовании самой системы, а вторая осуществляет 
внешнюю (основную) функцию системы. Согласно 
этому все обобщенные продукты (элементы) системы 
подразделяются на продукты первого и второго рода: 
материальное, энергетическое и информационное 
обеспечение внутренней и внешней функций называ-
ются продуктами соответственно первого и второго 
рода. В качестве примеров продуктов первого и вто-
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рого рода можно привести соответственно рабочие 
места и продукты потребления в макроэкономиче-
ской системе. Если же внутренних и внешних функ-
ций в системе несколько, то имеет смысл рассматри-
вать многопродуктовые РС.

Цель статьи состоит в решении поставленной 
выше задачи.

Изложение основного материала. Перейдем те-
перь математическому описанию функционирования 
многопродуктовой модели СО, как РС. Под опти-
мальностью развития двухпродуктовой РС здесь по-
нимается такое функционирование СО на заданном 
временном отрезке планирования, при котором осу-
ществляется максимизация выхода продуктов второго 
рода – специалистов (выпускников) обеспечиваю-
щих основную функцию СО, посредством наилучше-
го распределения ресурсов СО между подсистемами 
А (подсистемой самосовершенствования системы) 
и Б (подсистемой выполнения основной функции си-
стемы). Решение рассматриваемой оптимизационной 
задачи может интерпретироваться как максимальное 
количество выпускников нужных обществу специ-
альностей на заданном временном промежутке. При-
держиваясь идей работ Гирлина С.К., будем предпо-
лагать, что в СО продукты первого и второго родов 
появляюится, как в результате их создания внутри 
СО, так и в результате их поступления в готовом виде 
извне (например, из другой СО).

Пусть СО готовит специалистов по n специально-
стямПоставим в соответствие каждой специальности 
номер i, { }1,2, ..., ,i n∈  и пусть { }0 1 2, ,..., mJ Ii i i= ⊆ , 
где ik – номер специальности, которая в текущий мо-
мент наиболее востребована обществом (например, 
как известно, сейчас наиболее дефицитными специ-
альностями являются технические), { }1,2, ...,ki n∈ . 
В дальнейшем специальность и ее номер будем ото-
ждествлять. Пусть f(t) – скорость поступления из 
внешней среды в момент времени t в подсистему Ано-
вых РМ, как сотрудников СО (не только преподавате-
лей, но и всех, кто принимает участие в подготовке 
студентов: сотрудников администрации, бухгалтерии 
и т.п.), так и выпускников других СО; 0( ) ( )x t f t  – ско-
рость поступления из внешней среды в подсистему 
А СО в момент времени t новых РМ, которые в даль-
нейшем создаютизменение технологии производства 
продуктов первого рода ( , )ta t ; 1( ) ( )x t f t  – скорость 
поступления из внешней среды в подсистему А СО 
в момент времени t новых РМ, которые в дальней-
шем создают новые РМ сотрудников СО, 00 ( ) 1;x t≤ ≤  

( ) ( )ix t f t  – скорость поступления из внешней среды 
в момент времени t в подсистему Б СО новых РМ спе-
циальности i, 1,0 ix ≤≤  2,3,...,i n= ; m(t) и ci(t) – ско-
рости появления в момент t количества новых РМ со-
трудников СО и новых рабочих мест выпускников СО 
специальности i; a(t) – максимальный момент време-
ни, ранее которого появившиеся РМ сотрудников СО 
не участвуют в момент времени t в производстве как 
в подсистеме А, так и в подсистеме Б, а появившиеся 
позже участвуют стопроцентно (при этом, возможно, 
с нулевой эффективностью), 00 ( ) , ( ) 0,a t t a t≤ ≤ =  
t0 – момент начала моделирования (т.е. a(t) – вре-
менная граница ликвидации устаревших техноло-
гий производства РМ как сотрудников СО, так и РМ 
выпускников всех специальностей); согласно [13,  
c. 235] положим 1 1( , ) ( ) exp( ( )),t d ta t = a t − − t  

( , )ta t  – показатель эффективности производства 
(удельная производительность) как новой техноло-
гии производства в подсистеме А, так и производства 
новых РМ в этой подсистеме А, 1 const 0,d = >  
функция ( , )ta t  (а, значит, и функция 1( )a t ) долж-

на возрастать по переменной ,0 ,tt ≤ t ≤  (это от-
ражает нашу веру в научно-технический прогресс: 
с течением времени появляются более эффективные 
технологии производства) и убывать по переменной 
t (это предположение отражаетнашу убежденность, 
что с течением времени любая ранее созданная тех-
нология устаревает, становится неэффективной); 

( , )ta t  – количество единиц ( )t′a  и количество но-
вых РМ в подсистеме А, произведенных в единицу 
времени, начиная с момента t, приходящихся на одну 
единицу РМ, появившихся в СО в единицу времени, 
начиная с момента t, 0 ;t≤ t ≤  аналогично [13, c. 235] 

1 2( , ) ( )exp( ( )),j jt t d tβ t = β − − t  2 const 0,d = >  интер-
претация функции ( , )j tβ t  аналогична интерпрета-
ции функции ( , )ta t : ( , )j tβ t  – показатель удельной 
производительности в подсистеме Б: количество но-
вых РМ выпускников высокой квалификации по спе-
циальности j в единицу времени, начиная с момента 
t, приходящихся на одну единицу РМ сотрудников, 
появившихся в единицу времени, начиная с момента 
t (уровень требуемой квалификации определяется, 
например, в результате экзаменов или тестирования); 
m(t) – скорость появления в момент времени t в под-
системе А РМ сотрудников СО (в результате как соз-
дания внутри подсистемы А, так и поступления в под-
систему А извне); 0 ( ) ( )y mt t  – доля РМ сотрудников 
СО, появившихся в единицу времени, начиная с мо-
мента t участвующих в момент времени t в изменении 
технологии a, 

00 1,y≤ ≤  ;tt ≤  1( ) ( )y mt t  – доля РМ 
сотрудников СО, появившихся в единицу времени, на-
чиная с момента t, участвующих в момент времени t  
в производстве новых РМ сотрудников в подсисте-
ме А, 10 1,y ≤≤  ;tt ≤  ( ) ( )iy mt t  – доля РМ сотруд-
ников СО, появившихся в единицу времени, начи-
ная с момента t, участвующих в момент времени t  
в производстве новых РМ специалистов (выпускни-
ков) требуемой квалификации, 0 1,iy≤ ≤  ;tt ≤  0 ( )AP t , 

1( )AP t  и  – количество функционирующих в мо-
мент t соответственно РМ сотрудников СО (как в под-
системе А, так и в подсистеме Б), так и РМ выпуск-
ников по специальности i; будем предполагать, что 
на отрезке времени 0 0[0 ( ), ]a t t=  задана начальная 
предыстория: все функции, область определения ко-
торых 0[0, ]t , будем считать известными и обозначать 
теми же буквами с индексом 0: 0( ) ( ),m mt ≡ t  0[0, ]tt∈ .

Согласно введенным определениям можно дока-
зать аналогично [2], что справедливы соотношения:

1 1 1 0 0
( )

( ( ) exp( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ),)
t

A A
a t

t d t y m d x t f t′a = a t − − t t t t +∫  

1( ) ( , ),t t ta = a

1 1 1 1
( )

( ) ( ) exp( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
t

A A
a t

m t d t y m d x t f ta t − − t t t t += ∫ ,

1 1
( )

( ) ( ) exp( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
t

i i i
a t

t d t u m d x t f tβ = a t − − t t t t +∫ ,

( ) ( , ),i it t tβ = β

2
( )

( ) ( ) exp( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
t

i i i ci
a t

c t d t y m d x t f t= β t − − t t t t +∫ ,

 0 0
( )

( ) ( ) ,( )
t

A A
a t

y m dP t = t t t∫  

1 1
( )

( ) ( ) ,( )
t

A A
a t

y m dP t = t t t∫  
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0 0 1 10 , , , , , , , 1,A A A A i i ci ix y x y u x x y≤ ≤  

0 1
1 1

1,
n n

A A i ci
i i

x x x x
= =

+ + + =∑ ∑  

0 1
1 1

1,
n n

A A i i
i i

y y u y
= =

+ + + =∑ ∑
0 ( ) ,a t t≤ ≤ t ≤  00 ( )a t= , 0[ , ],t t T∈  

 00 .t T< < < +∞   (*)
Теорема. Если заданы 
1) непрерывные на отрезке [ ]0 ,t T  функции f(t), 

0 ( )AP t , 1( ),AP t  , положительное число d1, 
2) кусочно непрерывные на отрезке [ ]0 ,t T  функ-

ции 0 ( )Ax t , 1( )Ax t , ( )ix t , ( )cix t , 1, 2,..., ,i n=  
3) кусочно непрерывные на отрезке [0,t] функции 

0 ( ),Ay t  1( ),Ay t , ( )iu t , ( ),iy t  1, 2,..., ,i n=  дифференци-
руемая функция 0( ) ( ),a t ≡ a t  0[0, ]tt∈ , кусочно не-
прерывная и ограниченная на отрезке [0, t0] функция 

0( ) ( )m mt ≡ t , то система уравнений и неравенств (*) 
имеет единственное на [t0,T] решение a(t), m(t), a(t), 

( ),i tβ  ( ),ic t  1, 2, ..., ,i n=  причем на [t0,T] функции 
m(t), ( )i tβ  и ( )ic t , 1, 2, ..., ,i n=  кусочно непрерывны, 
функция a(t) непрерывна, а функция a(t) дифферен-
цируема. Решение это может быть найдено методом 
последовательных приближений.

Доказательство теоремы проводится совершенно 
аналогично [5, с. 72-77, 101–106] (уравнения решен-
ной системы являются нелинейными, так как одна из 
искомых функций, a(t) находится в нижних пределах 
интегралов).

Очевидно, что если задано положительное чис-
ло d2, то можно найти и ( , ),tiβ t  0( , ) [ , ] [0, ],t t T Tt ∈ ×  

1, 2, ...,i n= .
Поставим теперь следующую оптимизационную 

задачу наилучшего распределения внешних ресурсов. 
Пусть выполнены условия теоремы 1), 3). Требу-

ется найти такие кусочно непрерывные на [t0,T] функ-
ции { 0 ( ) ,AZ x t∗ ∗=  1( )Ax t∗ , ( )ix t∗ , ( ),cix t∗  }1,2,...,i n= , 
а также зависящие от них функции ( ),t∗a  ( ),i t∗β  ( ),m t∗  

( ),a t∗  ( )ic t∗ , 1, 2,..., ,i n=  0[ , ]t t T∈ , которые с учетом 
соотношений (*) и ограничений ( ) ( ) ( )i i it c t tn n− +≤ ≤  
максимизируют функционал
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где функции ( )in t−  и ( )in t+ , определяемые каксоот-
ветственно минимальные и максимальные скорости 
выпуска специалистов i-й специальности, известны-
или должны быть известны из плана Министерства 
образования, 1, 2,..., ,i n=  { { } { } }0 1 11

,, , n n
A A i ii

xciZ x x x ==
= , 

0.ki J∈
Выводы. Предложенная в [2] модель СО в на-

стоящей работе существенно уточнена и дополнена. 
Поставлена оптимизационная задача максимизации 
выпуска специалистов требуемых обществу специ-

альностейпри помощи наилучшего распределения 
внешних ресурсов, поступающих в СО.

Дальнейшие исследования должны проводиться 
педагогами – методистами (для получения функций 
a, βi, ( )in t−  и ( ),in t+  1, 2,...,i n= ), математиками – спе-
циалистами в области разностных уравнений и чис-
ленных методов, программистами (для компьютерно-
го моделирования динамики СО, так как сложность 
задачи не позволяет решать ее в общем случае ана-
литически).
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Развитие областей науки и техники существенно 
зависят от развития различных направлений матема-
тики. В настоящее время математика становится сред-
ством решения проблем организации производства, 
помогает в поиске оптимальных решений, что содей-
ствует повышению производительности труда.

Многие прикладные задачи сводятся к исследова-
нию функции на экстремум. В частности, в экономи-
ческой теории задача математического программиро-
вания часто сводится к задаче на условный экстремум. 
Одним из наиболее удобных способов поиска экстре-
мума функции при наличии ограничений на ее пере-
менные, т.е. решения задачи условной оптимизации, 
является метод множителей Лагранжа. Основное 
практическое значение метода Лагранжа заключается 
в том, что он позволяет перейти от условной оптими-
зации к безусловной.

Ниже рассматривается задача о нахождении услов-
ного экстремума функции нескольких переменных. 


