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Теорема. Если заданы 
1) непрерывные на  отрезке [ ]0 ,t T  функции f(t), 

0 ( )AP t , 1( ),AP t  , положительное число d1, 
2) кусочно непрерывные на  отрезке [ ]0 ,t T  функ-

ции 0 ( )Ax t , 1( )Ax t , ( )ix t , ( )cix t , 1, 2,..., ,i n=  
3) кусочно непрерывные на отрезке [0,t] функции 

0 ( ),Ay t  1( ),Ay t , ( )iu t , ( ),iy t  1, 2,..., ,i n=  дифференци-
руемая функция 0( ) ( ),a t ≡ a t  0[0, ]tt∈ , кусочно не-
прерывная и ограниченная на отрезке [0, t0] функция 

0( ) ( )m mt ≡ t , то система уравнений и неравенств (*) 
имеет единственное на  [t0,T] решение a(t), m(t), a(t), 

( ),i tβ  ( ),ic t  1, 2, ..., ,i n=  причем на  [t0,T] функции 
m(t), ( )i tβ  и  ( )ic t , 1, 2, ..., ,i n=  кусочно непрерывны, 
функция a(t) непрерывна, а функция a(t) дифферен-
цируема. Решение это может быть найдено методом 
последовательных приближений.

Доказательство теоремы проводится совершенно 
аналогично [5, с. 72-77, 101–106] (уравнения решен-
ной системы являются нелинейными, так как одна из 
искомых функций, a(t) находится в нижних пределах 
интегралов).

Очевидно, что если задано положительное чис-
ло d2, то можно найти и  ( , ),tiβ t  0( , ) [ , ] [0, ],t t T Tt ∈ ×  

1, 2, ...,i n= .
Поставим теперь следующую оптимизационную 

задачу наилучшего распределения внешних ресурсов. 
Пусть выполнены условия теоремы 1), 3). Требу-

ется найти такие кусочно непрерывные на [t0,T] функ-
ции { 0 ( ) ,AZ x t∗ ∗=  1( )Ax t∗ , ( )ix t∗ , ( ),cix t∗  }1,2,...,i n= , 
а также зависящие от них функции ( ),t∗a  ( ),i t∗β  ( ),m t∗  

( ),a t∗  ( )ic t∗ , 1, 2,..., ,i n=  0[ , ]t t T∈ , которые с учетом 
соотношений (*) и  ограничений ( ) ( ) ( )i i it c t tn n− +≤ ≤  
максимизируют функционал
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где функции ( )in t−  и  ( )in t+ , определяемые каксоот-
ветственно минимальные и  максимальные скорости 
выпуска специалистов i-й специальности, известны-
или должны быть известны из плана Министерства 
образования, 1, 2,..., ,i n=  { { } { } }0 1 11

,, , n n
A A i ii

xciZ x x x ==
= , 

0.ki J∈
Выводы. Предложенная в [2] модель СО в  на-

стоящей работе существенно уточнена и  дополнена. 
Поставлена оптимизационная задача максимизации 
выпуска специалистов требуемых обществу специ-

альностейпри помощи наилучшего распределения 
внешних ресурсов, поступающих в СО.

Дальнейшие исследования должны проводиться 
педагогами  – методистами (для получения функций 
a, βi, ( )in t−  и  ( ),in t+  1, 2,...,i n= ), математиками – спе-
циалистами в области разностных уравнений и чис-
ленных методов, программистами (для компьютерно-
го моделирования динамики СО, так как сложность 
задачи не позволяет решать ее в  общем случае ана-
литически).
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Развитие областей науки и техники существенно 
зависят от развития различных направлений матема-
тики. В настоящее время математика становится сред-
ством решения проблем организации производства, 
помогает в поиске оптимальных решений, что содей-
ствует повышению производительности труда.

Многие прикладные задачи сводятся к исследова-
нию функции на экстремум. В частности, в экономи-
ческой теории задача математического программиро-
вания часто сводится к задаче на условный экстремум. 
Одним из наиболее удобных способов поиска экстре-
мума функции при наличии ограничений на ее пере-
менные, т.е. решения задачи условной оптимизации, 
является метод множителей Лагранжа. Основное 
практическое значение метода Лагранжа заключается 
в том, что он позволяет перейти от условной оптими-
зации к безусловной.

Ниже рассматривается задача о нахождении услов-
ного экстремума функции нескольких переменных. 
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Задача. Найти наименьшее значение выражения 

( )22( )x y z u− + −  при условии связи

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 3 2 1x y u z u− + − + − + − = .
Решение будем искать методом множителей Лагран-

жа. Функция Лагранжа в этом случае принимает вид:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

, , , , 

( 1 3 2 1).

F x y z u x y z u

x y u z u

l = − + − +

+l − + − + − + − −
Для нахождения стационарных точек составляем 

систему уравнений: 

	

2 2 2 2

'  2( ) 2 ( 1) 0,
' 2( ) 2 ( ) 0,

' 2( ) 2 ( 3) 0,
' 2( ) 2 ( 2) 0,

' ( 1) ( ) ( 3) ( 2) 1.

x

y

z

u

F x y x
F x y y u
F z u z
F z u u
F x y u z ul

= − + l − =
 = − − + l − = = − + l − =
 = − − + l − =
 = − + − + − + − −

	 (1)

Складывая первое уравнение системы (1) со вто-
рым, а третье уравнение – с четвертым, получаем сле-
дующую систему:

	

2 2 2 2

5,
5,

2( ) ( 3) 0,
2( ) ( 1) 0,
( 1) ( ) ( 3) ( 2) 1.

x y
z u

x y x y
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Отсюда имеем:

	 2
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2
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x z
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 	 (3)

Из системы (3), выражая l:

5 2 
1
x

x
−
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−

, 5 2 
3
z

z
−
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−

,

получаем соотношение

( )( ) ( )5 2 3 5 2 ( 1)x z z x− − = − − .
Отсюда имеем

	 10 3x z= − . 	 (4)
Подставляя соотношение (4) в  третье уравнение 

системы (3), находим:

1
13

2 5
z = + , 

2
13  

2 5
z = − .

Далее из системы (3) получаем два решения си-
стемы (1):

1 1 1 1
3 3 11 ; 4 ; 2 ;

2 5 2 5 2 5
M x y u = − = + = − 

 

( )1 2 5 1 ;l = − +

2 2 2 2
3 3 11 ; 4 ; 2 ;

2 5 2 5 2 5
M x y u = + = − = + 

 

( )2 2 5 1 .l = +

Поскольку '' 2 2xxF = + l , то при 2( 5 1)l = − +  име-
ем '' 0,xxF <  и M1 является точкой условного максиму-
ма, при ( )2 5 1l = +  получаем '' 0,xxF >  и M2 – точка 
условного минимума. Итак, минимальное значение 
выражения ( ) ( )2 2 12 4 5x y z u− + − = − .
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Дисперсные системы часто встречаются в нашей 
жизни, поэтому в последние годы все больше прояв-
ляют особый интерес к изучению физике дисперсных 
систем. В более ранних исследованиях проведенных 
в лабораториях в физике дисперсных систем обнару-
жен эффект влагопереход с поверхности льда. В рабо-
тах [1,2,3] представлены результаты по исследованию 
влагоперехода на границе льда с различными матери-
алами. Обнаружено две фазы влагоперехода описыва-
емые разными математическими моделями.

Задача исследования состояла в изучении влияния 
температурного градиента в  грунте на переход воды 
со льда в дисперсную среду. Для данного эксперимен-
та был выбран в качестве дисперсной среды – песок. 

Методика проведения
В чашки насыпался очищенный и  охлажденный 

до –15°C песок. Далее сверху помещали льдинки 
толщиной примерно 1 см. Затем 4 из 5  сосудов ста-
вили на нагревательные элементы разной мощности, 
которые находились в холодильнике. Термопары рас-
полагали на границе лед – дисперсная среда, а вторая 
под чашкой. Последующие дни измеряли массу песка, 
термоэдс и напряжение на нагревателях 2 раза в сутки 
с интервалом ≈ 6 часов при постоянной силе тока. 

Экспериментальные результаты 
На рис. 1  представлены временные зависимости 

массы воды, перешедшей с поверхности льда в песок 
при различных мощностях подогрева (P1= 0,12  Вт; 
P2=0,17 Вт; P3=0,24 Вт; P4=0,40 Вт; P5=0 Вт). На рис. 2 
изображена зависимость разности температур от 
мощности подогрева. Рис. 1 демонстрирует, что ниж-
ний подогрев в целом увеличивает скорость влагопе-
рехода. Но при этом увеличение мощности подогрева 
уменьшает влагопереход. При этом, как свидетель-
ствует рис. 2, не наблюдается монотонность в зависи-
мости от мощности подогрева. Это свидетельствует 
о многофакторности исследуемой проблемы. 

Обсуждение результатов
Сначала поступим формально и определим зави-

симость коэффициента теплопроводности на основа-
нии формулы: 

	  T UP S S
h h

D
= l = l

a
,	 (1) 

где l – коэффициент теплопроводности, S – площадь 
сечения песка, U – термоэдс термопары, измеряющей 
разность температур, h – толщина слоя песка и a – ко-
эффициент термоэдс.


