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К последнему интегралу применим формулу ин-

тегрирования по частям, полагая, что 

u=–400s2 – 400s+ 5, du = (–800s– 400)ds, 
dv=esds, v =еs. 

Следовательно:
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В первом слагаемом подставим пределы интегри-
рования, а ко второму слагаемому применим еще раз 
формулу интегрирования по частям, полагая 

u =800s+ 400, du =800ds. 
Имеем
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=20(5 – 5е – 1 +400 + (800 – 400)e – 1 – 800 + 
+800е – 1) = 20(1195е – 1 – 395).

Окончательно получим поток равный 892 (у.е.).
Решим задачи связанные с объемом продукции.
Найдем объем продукции выпущенной в течение 

года, считая количество рабочих дней равным 240, 
если производительность труда рабочего выражается 
функцией

20,0033 0,089 20,96y x x= − − + ;
где x – производительность труда за 1 ч. Объем про-
дукции, выпускаемой в  течение смены, выражается 
интегралом:
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( 0,563 2,748 167,68) 164,37= − − + =  (шт.).

Следовательно, объем продукции, выпускаемой за 
год равен:

164,37·240 37449=  (шт.).
На складе запас товара составляет 100 единиц, то-

вар, поступающий ежедневно, выражается функцией:
222 0,5 0,06y x x= − + ,

где x – количество дней. Обозначаем количество товара 
через W. Через 40 дней количество товара будет равно: 
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100 880 400 1260 1860= + − + =  (шт.).
Конечно, экономика далеко не единственная сфера 

применения интегралов, но решение экономических 
задач с  помощью определенного интеграла помог-
ло нам осознать важность применения метода инте-
гральных исчислений. Приведенные примеры только 
подчеркивают необходимость применения математи-
ческого аппарата для решения задач с экономическим 
содержанием
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Уравнение, носящее имя нашего соотечественника 
Е. Слуцкого, известно в науке начиная с первой поло-
вины XX в. Оно состоит в  том, что изменение спро-
са на некоторый товар при повышении или снижении 
его цены складывается из влияния непосредственного 
изменения спроса и  косвенного влияния в  результате 
переключения спроса на  другие товары при условии 
неизменности уровня благосостояния. Данное урав-
нение показывает, что изменение в спросе на i-й товар 
при изменении цены j-го товара является результатом 
двух эффектов: эффекта замещения и эффекта дохода. 
Эффект замещения иногда называют изменением ком-
пенсированного спроса [1]. Идея состоит в  том, что 
потребителю компенсируют повышение цены таким 
увеличением его дохода, которое позволяет ему купить 
старый потребительский набор. Разумеется, если цена 
снижается, то «компенсация» заключается в  том, что 
у него отбирают часть денежного дохода [2].

Уравнение Слуцкого описывает поведение точки 
спроса x  при компенсации, когда изменения вектора 
цен p  и размера бюджета (дохода) q согласованы та-
ким образом, что значение функции полезности ( )u x  
(далее ФП) остается постоянным. В точке спроса вы-
полняются стандартные условия достижения макси-
мума ФП [3]
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где l – множитель Ланграджа, в данном случае нату-
ральная предельная стоимость денег.

Точка спроса ( , )x p q 

 есть однородная функция 
нулевого порядка, и, следовательно, она подчиняется 
уравнению Эйлера [4]:

	 0.x xp q
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  	 (2)
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Так как по условию u=const, то

0.udu dx
x

∂= =
∂





А следовательно, согласно первому уравнению 
системы (1):

	 0.Tp dx⋅ =
   	 (3)

Изменение точки спроса при компенсации 
(compensation):

,c
x xdx dp dq
p q

∂ ∂= +
∂ ∂

 

 



где согласно (3) приращение дохода равно:

	  ( ) ,T T T Tdq d p x p dx x dp x dp= ⋅ = + =
        	 (4)

т.е.  .T
c

x xdx dp x dp
p q

∂ ∂= +
∂ ∂

 

   



Откуда следует классический вид уравнения 
Слуцкого [10]:

	 ;Tcx x x x
p p q

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

  



   	 (5)
( x  – столбец; Tx – строка).

Для дальнейшего исследования целесообразно 
ввести диагональные матрицы P и X:

1 2( , ,..., );nP diag p p p=  ( ).X diag x=


Они позволяют находить матрицу эластичности 
спроса e и вектор эластичности спроса e :

1j i

i j

p x xX P
x p p

−∂ ∂e = ⋅ = ⋅ ⋅
∂ ∂



 ; 

	 1 xe q X
q

− ∂= ⋅ ⋅
∂



 . 	 (6)

Непосредственно из уравнений (6) следует [11]:

	 1 1; .x xX P Xe
p q q

−∂ ∂= ⋅e⋅ =
∂ ∂

 



  	 (7)

Умножив обе части уравнения (5) на  X–1  слева и 
на P справа, получим уравнение Слуцкого, выражен-
ное в терминах эластичности [6]:

	
1 ,T

c e q
q

e = e + ⋅
 

 	 (8)

где e, εc – соответственно матрицы эластичности без 
компенсации и  при ее наличии; T Tq x P= ⋅

 

 – вектор 
расходов.

Введем вектор распределения относительных 
расходов:

 .qr
q

=


Тогда уравнение Слуцкого (8) можно записать 
максимально простым образом [7]

	 .T
c e re = e + ⋅

 

 	 (9)
Введем векторы относительных изменений спроса:

1

1

,..., .n i
x

n i

dx dxdx
x x x

 
 
 

d = =


Аналогично запишем вектор относительных из-
менений цен

 .i
p

i

dp
p

d =


При малых величинах этих двух векторов с  до-
статочной точностью можно считать, что они линейно 
зависят друг от друга

	 .xc c pd = e ⋅d
 

 	 (10)

Теперь предположим, что ФП – однородная функ-
ция порядка a.

Известно, что в этом случае выполняется равенство:

 
1 .x x

p q
∂ =
∂





Поэтому уравнение Слуцкого (5) в случае произ-
вольной однородной ФП приобретает вид [8]

	
1 .Tcx x x x

p p q
∂ ∂= + ⋅
∂ ∂

 

 

   	 (11)
Умножив каждую сторону уравнения (11) на  X–1 

слева и на P справа, получим соответствующее урав-
нение для эластичностей:

	 1 .T
c re = e + ⋅



  	 (12)

Рассмотрим частный случай, когда однородная 
ФП является функцией Кобба-Дугласа. Тогда, как рас-
смотрено выше, спрос оказывается равным:

1

1

,..., ,n i

n i

q qx
p p p

 
 
 

a aa= ⋅ = ⋅
a a



отсюда 

	 ,Tqq = ⋅a
a


	  (13)

где 1( ,..., )T
n=a a a



 – вектор степеней.

Далее: Ee = −  (E единичная матрица) – эластич-
ность без компенсации.

Отсюда следует выражение для эластичности при 
наличии компенсации

	 1 1 .T
c Ee = ⋅a −

a




 	 (14)

Рассмотрим пример с тремя видами товара. 
Задается вектор ( )1 2 3, ,Ta = a a a



 функции Кобба-
Дугласа. Задается вектор относительных изменений 
цен pd



 (в процентах).
Требуется найти вектор относительных измене-

ний вектора потребления при компенсации cd


 (в про-
центах).

Пусть, например, векторы a


 и  pd


 равны:

( )1 2 3, , ; 10, 5,15 .
6 6 6

T T
p

 
 
 

a =  d = −   




Матрица эластичности спроса при компенсации 
в общем случае равна:

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 ,c

 
 
 
 
 

a −a a a
e = ⋅ a a −a a

a
a a a −a

где 1 2 3.a = a + a + a

В данном примере сумма степеней 

1 2 3 1;
6 6 6

a = + + =
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6 3 2
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  

 
 

−
−

e = ⋅ − = ⋅ −
−

−

 – 

матрица эластичности.

Отсюда в соответствии с равенством (10) получа-
ем вектор относительных изменений вектора потре-
бления:

5 2 3 10 50 10 45
1 11 4 3 5 10 20 45
6 6

1 2 3 15 10 10 45
105 17,5

1 15 2,5 .
6

45 7,5

c

    
    
    
    
    

   
   
   
   
   

− − + +
d = − = ⋅ − − + =

− − + −

= =
− −



Можно видеть, что спрос на  первый и  второй 
виды товара возрос соответственно на 17,5 и на 2,5 %, 
а спрос на третий вид товара снизился на 7,5 %.

Нетрудно заметить, что равенство (10) позволяет 
решать и обратную задачу: задавшись желаемым от-
носительным изменением спроса, определить, каким 
образом для этого необходимо изменить цены: 

1 .p c xc
−d = e ⋅d

 

Таким образом, построена модель, в рамках кото-
рой определяется относительное изменение вектора 
спроса при компенсации. Одновременно решается 
и обратная задача на определение компенсированных 
изменений цен. 

Показывается, что привлечение понятия эластич-
ности спроса упрощает запись уравнения Слуцкого 
и  его решение. Доказывается, что знание матрицы 
эластичности и вектора относительных расходов до-
статочно для определения реакции спроса для любых 
сравнительно небольших компенсированных изме-
нений цен. Разумеется, если имеется информация 
о  функции полезности потребителя, то упомянутые 
матрица эластичности ec и  распределение расходов 
r  в принципе теоретически всегда можно вычислить.
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Мы задались вопросом о возможности использова-
ния методов и инструментария математической стати-
стики и теории вероятностей в экономической сфере.

Студенты экономических специальностей при 
изучении дисциплины «теория вероятностей и мате-
матическая статистика» нередко задаются вопросом 
о  возможности использования полученных знаний 
в  реальной жизни и  их предстоящей деятельности. 
Одним из важнейших инструментов эконометриче-
ских исследований являются методы математической 
статистики. Это обусловлено тем, что подавляющее 
большинство микро- и макроэкономических показате-
лей носит характер случайных величин, предсказание 
точных значений которых почти не представляется ве-
роятным. Связи между этими параметрами обычно не 
носят строгий функциональный характер, а допуска-
ют присутствие случайных отклонений. Вследствие 
этого использование аппарата математической стати-
стики в экономике имеет естественный характер. Тео-
рия вероятностей – основа вероятностно-статистиче-
ских методов принятия решений в управлении. Чтобы 
получить возможность использовать в  них матема-
тический аппарат, нужно задачи принятия решений 
выразить в  терминах вероятностно-статистических 
моделей. Применение конкретного вероятностно-ста-
тистического метода принятия решений состоит из 
трех этапов:

– переход от экономических, управленческих 
и  технологических реалий к  абстрактной математи-
ко-статистической схеме, т.е. создание вероятностной 
модели управления, технологического процесса, по-
рядка принятия решений, в частности по результатам 
контроля, основанного на статистических данных.

– проведение расчетов и  получение выводов ма-
тематическими методами в  рамках вероятностной 
модели;

– представление полученных ранее выводов при-
менительно к  имеющейся ситуации. Принятие соот-
ветствующего решения (например, о  соответствии 
или несоответствии качества продукции и услуг име-
ющимся стандартам, потребности в  корректировке 
технологического процесса и  т.п.), в  частности, за-
ключения (о доле единиц продукции в  партии, не 
соответствующих требованиям; о  конкретном виде 
законов распределения контролируемых параметров 
технологического процесса и др.).


