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На примере этих задач можно наглядно увидеть, 
какой существенный вклад вносит линейная алгебра 
в  изучение экономики. Нельзя переоценить пользу 
использования методов линейной алгебры в экономи-
ческих задачах. Конечно, не все экономические про-
цессы и изменения можно описать данным способом, 
но большинство расчётов существенно упрощается 
в  результате использования матричной и  векторной 
алгебры.
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Основным инструментом построения и  сохране-
ния необходимых пропорций в многоотраслевой эко-
номике (да и в целом в народном хозяйстве) является 
балансовый метод и  создаваемые на  его основе раз-
личные балансовые модели [1].

Принципиальная схема многоотраслевого баланса 
производства и распределения совокупного продукта 
в стоимостном выражении может быть построена сле-
дующим образом.

Пусть рассматриваемая производственная сфера 
хозяйства состоит из n  отраслей. Изучим их работу 
за некоторый промежуток времени (к примеру, за от-
четный год). С этой целью введем следующие обозна-
чения:

xi – общий (валовой) объем продукции i-й отрасли, 
1,i n= ;
xij – объем продукции i-й отрасли, потребляемой 

j-й отраслью при производстве объема продукции xj;
yi– объем продукции i-й отрасли, используемый 

в  непроизводственной сфере (так называемый про-
дукт конечного потребления).

Балансовый метод многоотраслевой связи состо-
ит в том, что валовой выпуск i-й отрасли должен быть 
равен сумме объемов продукции, потребляемой произ-
водственной и непроизводственной сферах [2], то есть:

	  1 2 ...i i i in ix x x x y= + + + + , 1,i n= . 	 (1)
Данные уравнения называются соотношениями 

баланса.
Введя так называемые коэффициенты прямых ма-

териальных затрат по формуле: 

	 ij ij ja x x= , 	 (2)
выражающие затраты продукции i-й отрасли на про-
изводство единицы продукции j-й отрасли, уравнения 
баланса можно записать в виде [3]:

	
1

,
n

i ij j i
j

x a x y
=

= +∑  1,i n= .	 (3)

или в более компактной (матричной) форме [4]

	 X AX Y= + ,	 (4)

где ( )1 2, ,..., T
nX x x x=   – вектор валового продук-

та; ( )1 2, ,..., T
nY y y y=   – вектор конечного продукта; 

( )ijA a= , , 1,i j n=   – матрица прямых материальных 
затрат (технологическая или структурная матрица) [5].

Эти уравнения впервые получены и подробно из-
учены в 1936 г. американским ученым В. Леонтьевым, 
а позднее получили название уравнений межотрасле-
вого баланса или линейной моделью Леонтьева.

Полученные уравнения баланса можно использо-
вать в двух направлениях [6]:

1) либо по вектору конечного потребления опреде-
ляют (планируют) величину валового выпуска;

2) либо по известному вектору валового выпуска 
Х находят вектор конечного потребления Y X AX= − .

Из перечисленных двух задач первая составляет 
основную задачу межотраслевого баланса.

В соответствии с  экономическим смыслом пара-
метров, входящих в  уравнения (1), следует, что век-
торы Х, Y и матрица А должны быть положительными 
(т.е. должны быть положительны элементы, их со-
ставляющие: 0ix ≥ ; 0iy ≥ ; 0ija ≥ , , 1,i j n= ) [8].

Рассматривая вопрос о  разрешимости уравнения 
(4), сначала перепишем его в виде:

	 ( )E A X Y− = . 	 (5)
Если матрица E–A невырожденная, т.е. ее опреде-

литель 0E A− ≠ , то это означает, что уравнение (5) 
имеет единственное решение [9]:

	 ( ) 1 ,X E A Y−= −  	 (6)

где обратная матрица ( ) ( )1 ,ijE A S s−− = =  , 1,i j n=  
называется матрицей полных материальных за-
трат [10]. Выясняя экономический смысл ее эле-
ментов, в  качестве вектора конечного продукта 
Y возьмем последовательно единичные векторы 

( )0,0,...,1,0,...,0 ,T
iY = 1,i n= , i-я координата которых 

равна единице. Им соответствуют векторы валового 
продукта ( )1 2, ,..., ,T

i i i niX x x x=  1,i n= . Следователь-
но, каждый элемент sij матрицы S  выражает величи-
ну выпуска продукции i-й отрасли, необходимого 
для производства единицы конечного продукта j-й от-
расли: 1jy = , 1,j n= .

Поскольку в дальнейшем нас будут интересовать 
только положительные решения уравнения (4), то 
укажем некоторые условия существования таких ре-
шений.

 30·50 70·10 20·2 15·3  935A pa= = + + + =
 

 кг;

  30·7 70·9 20·12 15·15  1305B pb= = + + + =


  ч;

  30·15 70·14 20·16 15·26  2140C pc= = + + + =
   ден. ед.
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Матрица А  с неотрицательными элементами 
0,ija ≥  , 1,i j n=  называется продуктивной, если для 
0Y∀ ≥  существует положительное решение 0X ≥ . 

В этом случае и модель Леонтьева также называется 
продуктивной [11].

Следующие теоремы выражают достаточные ус-
ловия продуктивности модели Леонтьева.

Теорема 1. Если для матрицы А с положительны-
ми элементами 0,ija ≥  , 1,i j n=  и  некоторого 0Y ≥  
уравнение (4) имеет положительное решение 0X ≥ , 
то матрица продуктивна.

Теорема 2. Матрица А с положительными элемен-
тами 0,ija ≥  , 1,i j n=  продуктивна, если: 

1) 
1

1,
n

ij
i

a
=

≤∑  1,j n=

2) хотя бы для одного из столбцов 
0

1
1.

n

ij
i

a
=

<∑
Теорема 3. Для того чтобы матрица А  была про-

дуктивной, необходимо, чтобы элементы матрицы 
( ) 1S E A −= −  были положительными, т.е. 0,ijs ≥  

, 1, .i j n=
Чтобы наглядно разобраться в вышеизложенном, 

рассмотрим конкретный пример.
В таблице приведены данные об исполнении балан-

са между двумя видами отраслей за некоторый период.

то эта матрица обратима следующим образом

( ) 1 0,84 0,251 .
0,12 0,90,726

E A −  
− =  

 
Из последней формулы следует, что все элементы 

матрицы ( ) 1E A −−  положительны. Следовательно, со-
гласно теореме 3 матрица А продуктивна и решение 
системы (5) положительно при любых значениях ко-
нечного продукта, в частности и при ( )100,150 TY = :

0,84 0,25 100 167,3551 .
0,12 0,9 150 202,4790,726

X     
= =    

    

Таким образом, чтобы обеспечить конечный 
продукт в  объеме ( )100,150 TY = , валовой вы-
пуск в  энергетической отрасли нужно поднять до 
167,355 ден. ед., а в машиностроительной – до 202, 
479 ден. ед.

Таким образом, метод Леонтьева отличает яс-
ность и простота, универсальность и  глобальность, 
другими словами пригодность для  экономики от-
дельных стран и регионов, для  мирового хозяйства 
в  целом, следовательно, межотраслевой анализ мо-
жет служить основным инструментом стратегиче-
ского планирования [12]. 

Отрасль Внутрипроизводственное потребление, ден. ед. Конечный продукт, xi Валовой продукт, yi

Энергетика 8 20 52 80

Машиностроение 12 16 72 100

Необходимо вычислить:
1) величину конечного продукта, если вектор ва-

лового выпуска составил бы

 ( )100,140 TX = ;
2) необходимый объем выпуска отраслей, если 

объем конечного потребления увеличить до уровня 

( )100,150 .TY =
Сначала, используя данные таблицы и  формулу 

(2), составим матрицу прямых затрат

0,1 0,25
0,12 0,16

A  
=  

 
и затем построим матрицу полных затрат

0,9 0,25
.

0,12 0,84
E A

− 
− =  − 

1) величину конечного продукта вычислим 
по формуле (5):

0,9 0,25 100 55
.

0,12 0,84 140 105,6
Y

−     
= × =     −     

2) поскольку определитель матрицы

0,9 0,25
0,726 0,

0,12 0,84
E A

−
− = = ≠

−
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Классическую модель рыночной экономики мож-
но рассматривать как систему взаимосвязанных моде-
лей, каждая из которых выражает поведение одного из 
трех рынков: рабочей силы,  денег и товара. 

Модель наиболее подходит для  описания эконо-
мики в  совершенной конкуренции. В  условиях дей-
ствия монополий она не работает.

Одной из важнейших долгосрочных целей эко-
номической политики правительства любой страны 
является стимулирование экономического роста,  под-
держание его темпов на  стабильном и  оптимальном 
уровне. Необходимо иметь четкое представление 
о том,  что такое экономический рост,  какие факто-
ры его стимулируют,  а какие,  наоборот,  сдерживают. 
В экономической теории разрабатываются динамиче-
ские модели экономического роста,  которые помога-
ют исследовать условия достижения оптимального 
(равновесного) темпа экономического роста для каж-
дой конкретной страны и вырабатывать эффективную 
долгосрочную экономическую политику.

В данной работе рассмотрим категорию экономи-
ческого роста;  рыночной экономики: рабочей силы,  
денег и товара. 

Наиболее простое определение и исчисление эко-
номического роста связано с важнейшим показателем 
национальных счетов – ВВП (или ВНП) в реальном,  
т.е. очищенном от инфляции,  выражении. Если эко-
номика какой-либо страны в  состоянии воспроизве-
сти больше совокупного продукта,  чем его было про-
изведено в предыдущий период времени,  то в таком 
случае принято говорить о  расширенном воспроиз-
водстве. Именно динамика расширенного воспроиз-
водства характеризует экономический рост.

Экономический рост – это увеличение реального 
ВВП при полной занятости в результате расширения 
производственного потенциала страны за опреде-
ленный период времени. Темпы экономического ро-
ста вычисляются в  темпах прироста реального ВВП 
в процентном выражении и обычно подсчитываются 
за год. Однако в  зависимости от характера исследо-
вания,  этот показатель можно рассчитать за месяц,  
квартал,  десятилетие,  т.е. за какой угодно целесоо-
бразный период времени. Под темпами прироста ВВП 
понимается отношение разницы между реальным 
ВВП в  рассматриваемом и  в предыдущем периодах 
к реальному ВВП в предыдущем периоде: 
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где  – Yt объем реального ВВП в  рассматриваемом 
периоде,  а  Yt–1  объем реального ВВП в  предыдущем 
периоде. 

Экономический рост является динамическим со-
вокупным показателем и  характеризует состояние 
экономики страны в  целом во временном аспекте. 
Подобный показатель можно рассчитать и для  от-
дельных секторов экономики,  отрасли,  предпри-
ятия. В статистических справочниках можно увидеть 

нулевые темпы экономического роста и  даже отри-
цательные. Конечно же,  показатель реального ВВП 
не может идеально точно измерять темпы экономиче-
ского роста и определять состояние экономики. Эко-
номический рост не может быть беспредельным. Су-
ществуют границы,  за которыми он становится или 
невозможным,  или признается социально опасным. 
Прежде всего,  ограничение роста связано с объектив-
ной ограниченностью ресурсов и их невоспроизводи-
мостью. Уже сейчас развитие многих отраслей про-
мышленности сталкивается с  исчерпанием запасов 
энергоносителей, руд многих металлов, а  сельского 
хозяйства – с ограниченностью земельных площадей,  
пригодных для использования. Многие ресурсы про-
сто невоспроизводимы ни при какой технике и  тех-
нологии,  что можно считать объективной границей 
экономического роста.

Рынок рабочей силы, как и  другие,  описывает-
ся с  помощью трех зависимостей: функции спроса,  
функции предложения и условия равновесия. В клас-
сической модели функция спроса на  рабочую силу 
выводится из двух гипотез: 

– фирмы полностью конкурентны при предложе-
нии товаров и найме рабочей силы;  

– при прочих равных условиях предельный про-
дукт труда снижается по мере рабочей силы.

Из этих гипотез следует то,  что в состоянии равно-
весия предельный продукт труда в стоимостном вы-
ражении равен ставке заработной платы w:

Fp w
L

∂
=

∂
,

где p – цена продукта;  F=F(K,  L),  при этом K – фонды;  
L – число занятых.

Из этого соотношения вытекает,  что при падении 
ставки заработной платы предельный продукт так же бу-
дет падать,  пока снова не будет достигнуто равновесие. 

Теория спроса на  деньги в  классической моде-
ли основывается на гипотезе,  что совокупный спрос 
на  деньги – это функция денежного дохода,  причем 
прямо пропорциональная денежному доходу:

DM kYp= .
Предложение денег MS рассматривается как фик-

сированная,  экзогенно заданная величина.
Если при данном Y цена 0p p< ,  то имеется избы-

точное предложение денег ( )S DM M p− ,  в этом слу-
чае постулируется,  что цена возрастает до уровня  p0.

Спрос на товары – это сумма спроса на потреби-
тельские и инвестиционные товары .E C I= +  Соглас-
но модели ( )C C r= , причем C(r), I(r) как функции 
нормы процента r убивают с ростом r. 

В классической модели предложение товаров яв-
ляется функцией уровня занятости,  определяемого 
на рынке рабочей силы ( )0 .Y Y L=  Условие равнове-
сия состоит в  том,  что предложение товаров 0( )Y L  
равно спросу на товары ( ) ( )E C r I r= + .

Объединяя уравнения и условия,  задающие рынки 
рабочей силы,  денег и  товаров,  получаем классиче-
скую модель в полном объеме.

Рынок рабочей силы:
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