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В работе найдены условия разрешимости задачи Коши для одного дифференциального уравнения первого по-
рядка, не разрешенного относительно производной. Построение математических моделей некоторых реальных 
процессов приводит к задачам для обыкновенных дифференциальных уравнений, не разрешенных относитель-
но старшей производной и, в частности, к задаче, рассматриваемой в работе. Поэтому исследование таких за-
дач является актуальным. С помощью метода явной линеаризации исходная задача сводится к квазилинейной 
краевой задаче, для доказательства существования решения которой применяется теорема типа Лере-Шаудера. 
В работе доказывается существование решения рассматриваемой задачи на шаре радиуса R с центром в нуле 
пространства абсолютно непрерывных функций. Результаты работы могут быть использованы при исследова-
нии краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, не разрешенных относи-
тельно производной.  
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Conditions of solvability of the Cauchy problem for one differential equation of the first order which hasn't been re-
solved by rather derivative are found in work. Creation of mathematical models of some real processes leads to prob-
lems for the ordinary differential equations which haven't been resolved by rather senior derivative and, in particular, to 
a task, considered in work. Therefore research of such problems is actual. By means of a method of obvious lineariza-
tion the initial task is reduced to a quasilinear boundary value problem, the Leray–Schauder's type the theorem is ap-
plied to the proof of which existence of the solution. In work existence of the solution of a considered problem on a 
sphere of radius R   with the center in zero of space of the absolutely continuously functions is proved. Results of work 
can be used at research of boundary value problems for the ordinary differential equations of the first order which 
haven't been resolved by rather derivative. 
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Рассмотрим нелинейную задачу для дифференциального уравнения первого порядка, 

не разрешенного относительно производной 
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где функции   1 1, : 0;f g T R R   и предполагается, что функция g  непрерывна, функция f  

удовлетворяет условию Каратеодори. 

Пусть pL  – пространство суммируемых в степени р  на отрезке  0;T  функций, L  – 

пространство измеримых ограниченных в существенном на отрезке  0;T  функций, С  - про-

странство непрерывных на отрезке  0;T  функций, pD  - пространство абсолютно непрерыв-

ных на отрезке  0;T  функций с нормой:  0
PPD Lx x x   . Под решением понимается та-

кой элемент пространства pD , который почти всюду на отрезке  0;T  удовлетворяет уравне-

нию и начальному условию задачи (1). 

 В работе доказывается существование решения задачи (1) в шаре радиуса R  с центром 

в точке 0x   пространства pD . С помощью метода явной линеаризации задача (1) сводится 

к квазилинейной задаче с обратимым линейным оператором. В последующем, полученная 

задача заменяется эквивалентным ей операторным уравнением, к которому применяется тео-

рема типа Лере-Шаудера [10]. При этом решение задачи (1) ищется в предположении, что 

существует функция    0 ,g t v l t v , удовлетворяющая условию: для каждого фиксированно-

го  Tt ;0  на искомом шаре с центром в точке 0x   пространства pD  выполняется неравен-

ство 

   0 , ,g t v g t v k v  . 

Случай задачи (1) с периодическим краевым условием рассматривался ранее в работе 

[6]. 

Некоторые математические модели реальных процессов приводят к задачам для обык-

новенных дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно старшей производ-

ной и, в частности, к задаче (1). Обычно при исследовании нелинейных задач, в том числе и 

задачи (1), используется явная или неявная линеаризация. В частности, в работах [3,5,8] ис-

пользуется редукция нелинейной задачи к некоторой вспомогательной квазилинейной, к ко-

торой применяются известные схемы исследования на разрешимость квазилинейных или ре-

зонансных краевых задач. К числу методов, использующих неявную линеаризацию нелиней-

ных задач можно отнести метод Ньютона-Канторовича, метод применения теорем о неявной 

функции, методы теории нелинейных фредгольмовых операторов. В этом случае нелиней-

ный оператор аппроксимируется своей производной  [1,2,4]. 

                                                                                                                                                                                                                     
 



Обозначим через    
1h t

l t
 , при этом будем предполагать, что функции     

 Ltltl 1,  

на отрезке  0;T . Существование такой функции позволяет задачу (1) переписать в виде 
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     (2) 

Обозначим через X  и Y  пространства     00; 0pX x D T x x    и  0;pY L T  соот-

ветственно. Задачу (2) в пространстве X  запишем в виде операторного уравнения  

Lx Nx , 

где операторы L , :N X Y  определены равенствами 

Lx x  ,    , ,Nx h t n t x x  , 

       0, , , , ,
def

n t x x g t x g t x f t x     . 

Так как оператор L  является обратимым на пространстве X , то краевая задача (2) эк-

вивалентна интегральному уравнению 

        0
0

, ,
t

x t x h s n s x s x s ds    .        (3) 

Соответствующее операторное уравнение тогда запишется в виде  
def

x KNx Fx  , 

где :F X X , :K Y X  - обратный к L  оператор. 

Ниже  под  0RS  и  0R  понимается замкнутый шар и сфера радиусов R  с центрами в 

нуле. 

Для нахождения условий существования решения уравнения (3) воспользуемся теоре-

мой  типа Лере – Шаудера [10] из книги [9, стр.406]: 

Теорема 1. Пусть оператор F  действует из шара  0RS Х  в Х  и вполне непрерывен. 

Если Fх х  для всех х  с х R , то оператор F  имеет в  0RS  неподвижную точку. 

Для доказательства полной непрерывности произведения KN  рассмотрим расширение 

оператора K  на пространство С , то есть будем считать, что оператор K  действует из про-

странства pL  в С . Тогда оператор K  вполне непрерывен, а, следовательно, произведение 

KN  также вполне непрерывно. Не трудно показать, что 1/
0

P

q
C LКy x T y  . 



Докажем существование решения уравнения     0
0

t
x t x Nx s ds    на пространстве Х , 

содержащегося в пространстве С . Тогда, вследствие непрерывности оператора N , правая 

часть данного уравнения принадлежит pD  и, следовательно, само решение  x t  также при-

надлежит pD . Это доказывает существование решения исходной задачи (1) в пространстве 

pD . Подобный подход использовался в работе [7]. 

Для нахождения эффективных условий разрешимости, ценим оператор N  в уравнении 

(3): 
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(где  supc vrai h t ,  1/max ;pbT k bT  ). 

Так как 
PС Dx x , где  1/max 1; qT  , то условие Теоремы 1: Fх х  для всех х  с 

х R , примет вид 

 1/ 1/
0 P P

q p
D Dx T c aT x x   . 

Из данного неравенства находим радиус шара R , на котором существует решение уравнения 

(3): 

0
1/1P qD

x aсT
x

cT





. 



Откуда следует, что если 1/ 1qcT  , то на сфере  0R X  радиуса 0
1/1 q

x aсT
R

cT





 выполнены 

условия теоремы 1. 

Таким образом,  доказано утверждение о существовании решения краевой задачи (1): 

Теорема 2. Пусть функция  ,g t v  непрерывна, функция  ,f t x  удовлетворяет условию 

Каратеодори и существует функция    0 ,g t v l t v  (     
 Ltltl 1, ), удовлетворяющая усло-

вию: 

для каждого фиксированного  Tt ;0  выполняется неравенство 

   0 , ,g t v g t v k v  . 

Тогда если выполнены условия 

1)  ,f t x a b x  ; 

2) 1/ 1qcT  ,  

где  1/
0max ;pbT b bT   , 111


pq

,  1supc vrai l t , 

то существует решение задачи (1) на шаре    0 0;R pS D T  с радиусом 0
1/1 q

x aсT
R

cT





. 
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