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В статье рассматривается возможность применения информационных технологий при организации 
учебного процесса на примере физико-математических и технических дисциплин. Проведено исследование 
важности интегрированных в учебный процесс информационных технологий для повышения качества ус-
воения материала. Изучено использование программных пакетов физико-математического моделирования 
в создании интерактивных лабораторных работ. Суть интерактивной лабораторной работы заключается в за-
мене работы с реальным оборудованием на математическое моделирование изучаемых физических процес-
сов с помощью виртуального лабораторного оборудования. Рассматривается интерактивная лабораторная 
работа по изучению зависимости сопротивления материалов от температуры, которая создана, как аналог 
действующей установки лаборатории КТИ. Приведен сравнительный анализ по итогам организации лабора-
торной работы с реальным оборудованием и с использованием виртуальной модели. Выявлены преимуще-
ства и недостатки построения лабораторных занятий в форме интерактивной лабораторной работы.

Ключевые слова: интерактивная лабораторная работа, информационные технологии, физика, математика

DEVELOPMENT OF THE INTERACTIVE LABORATORY WORK ON STUDYING 
THE DEPENDENCE OF METAL RESISTANCE FROM TEMPERATURE

Naumov M.A., Morozova E.V.
Kamyshin Technological Institute, branch of the Volgograd State Technical University, Kamyshin,  

e-mail: maxim-naymov@mail.ru

In the article explores the possibility of using information technologies in the organization of the educational 
process on the example of physical, mathematical and technical disciplines. The study of the importance of 
information technologies integrated into the educational process to improve the quality of mastering the material 
was conducted. The use of software packages of physical and mathematical modeling in the creation of interactive 
laboratory works was studied. The essence of interactive laboratory work consists in replacing work with real 
equipment with mathematical simulation of the studied physical processes with the help of virtual laboratory 
equipment. We consider the interactive laboratory work on the study of the dependence of the resistance of materials 
on temperature, which is created as an analog of the existing installation of the laboratory of the KTI. A comparative 
analysis was carried out based on the results of the organization of laboratory work with real equipment and using 
a virtual model. The advantages and disadvantages of constructing laboratory exercises in the form of interactive 
laboratory work are revealed.

Keywords: interactive laboratory work, information technology, physics, mathematics

В настоящее время информационные 
технологии приобретают все большее значе-
ние в жизни человека. Теперь, когда практи-
чески каждый человек имеет персональную 
ЭВМ, компьютер стал одним из самых до-
ступных способов получения новых знаний 
и их обработки. Поэтому особенно актуаль-
ным становится использование информаци-
онных технологий в процессе школьного, 
среднего профессионального и высшего 
образования. Безграничные возможности 
программного моделирования способны 
удовлетворить множество учебных потреб-
ностей.

Применение информационных техно-
логий в образовании становится особенно 
важным в тех случаях, когда в учебном за-
ведении отсутствует то или иное лаборатор-
ное оборудование, или же тогда, когда сту-
дент по тем или иным причинам не имеет 

возможности присутствовать на занятиях. 
Таким образом, использование широчай-
ших возможностей информационных тех-
нологий не только заменяет собой широкий 
спектр дорогостоящего узкоспециализи-
рованного лабораторного оборудования, 
но и отвечает требованиям и спецификам 
инклюзивного образования.

Особую важность приобретает ис-
пользование информационных технологий 
в сфере изучения физико-математических 
и технических дисциплин. На данный мо-
мент существует множество специализиро-
ванных программных пакетов, способных 
выполнять сложные математические опера-
ции и моделировать такие физические усло-
вия, создание которых посредством лабора-
торного оборудования было бы практически 
невозможно. Использование программных 
пакетов физико-математического модели-
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рования в процессе обучения позволяет ре-
шать большой спектр учебных задач в сфе-
ре естественнонаучных и математических 
дисциплин. 

Конкретной реализацией концепции об-
учения с применением пакетов математиче-
ского моделирования являются интерактив-
ные лабораторные работы.

Интерактивная лабораторная работа – 
прогрессивная форма построения практи-
ческих занятий, суть которой заключается 
в замене работы с реальным оборудовани-
ем на математическое моделирование из-
учаемых физических процессов с помощью 
виртуального лабораторного оборудования 
[2]. Применение такого подхода позволяет 
не только избежать вышеописанных про-
блем с дефицитом оборудования, но и дела-
ет материал более доступным, гибким, раз-
нообразным и понятным. 

Современные технологии позволяют 
организовать лабораторную работу с по-
мощью интерактивных опытов, для реа-

лизации которых используются инстру-
ментальные средства, ориентированные 
на интернет-технологии, открывающие 
широкие возможности для визуализа-
ции учебных материалов и построению 
интерактивных виртуальных лаборатор-
ных практикумов, органично встроенных 
в учебный процесс [1].

В целях изучения преимуществ и не-
достатков построения учебного процесса 
в форме интерактивных лабораторных ра-
бот, на базе нашего Камышинского техно-
логического института (филиал) ВолгГТУ 
было проведено исследование. Нами были 
проведены лабораторные работы по изуче-
нию зависимости сопротивления металлов 
от температуры, организованные в класси-
ческой форме (рис. 1) и в форме интерак-
тивной лабораторной работы (рис. 2). Вир-
туальная модель, задействованная в работе, 
повторяла физические процессы, задейство-
ванные в реальной действующей установке 
нашей лаборатории.

Рис. 1. Опытная установка для исследования зависимости сопротевления металлов 
от температуры, имеющаяся в учебной лаборатории КТИ (филиал) ВолгГТУ 
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Рис. 2. Итерфейс интерактивной лабораторной работы по изучению сопротивления металлов

Интерактивная лабораторная рабо-
та устроена следующим образом. Перед 
студентом находится интерфейс, вклю-
чающий в себя изображение установки, 
график и инструкцию. По щелчку мыши 
на изображение замка, замок замыкается 
и запускается анимация. Студент может 

видеть, как растет температура, меняются 
показания приборов и выводится график 
зависимости. По итогу работы симуляции, 
студент получает графический вывод не-
обходимых данных. Итог работы интерак-
тивной лабораторной работы представлен 
на рис. 3.

Рис. 3. Результат работы интерактивной лабораторной работы «изучение зависимости 
сопротевления металлов от температуры»



12

 INTERNATIONAL STUDENT RESEARCH BULLETIN   № 3,  2018 

 PHYSICAL AND MATHEMATICAL SCIENCES 
По итогам подготовки и проведения 

опыта в различных формах и сравнительно-
го анализа результатов было выявлено сле-
дующее:

– По сравнению с реальным исследовани-
ем, работа с математической моделью уста-
новки занимает гораздо меньше времени;

– Виртуальная модель установки порта-
тивна, то есть не привязана к помещению 
лаборатории и может быть использована 
на любом персональном компьютере;

– Математическая модель не зависит 
от состояния приборов, практически не под-
вержена погрешностям и обладает высокой 
точностью.

Выявленные исследованием результаты 
позволяют сделать вывод, что виртуальное 
моделирование физико-математических 
процессов обладает рядом значительных 
преимуществ по сравнению с классическим 
построением лабораторного занятия. Одна-
ко стоит заметить, что невозможность пря-
мого физического контакта с лабораторным 
оборудованием можно расценивать как не-
достаток интерактивного подхода. Впрочем, 
большая гибкость и широкий спектр обла-
стей применения программных пакетов мо-
делирования во многом компенсируют этот 
недостаток за счет расширения границ по-
знания и возможности воспроизвести прак-
тически любой физико-математический 
опыт средствами электронно-вычислитель-
ной техники.

Можно заключить, что программное обе-
спечение, предоставляющее возможность 
математического моделирования реальных 
физических процессов, обладает огромным 
потенциалом и широчайшими возможно-
стями, позволяет решать множество при-
кладных и экспериментальных задач, спо-
собствует более наглядному представлению 

учебного материала, повышает его доступ-
ность. Внедрение информационных техно-
логий в форме интерактивных лаборатор-
ных работ в процесс обучения полностью 
решает проблемы недостатка реального 
лабораторного оборудования и установок, 
невозможности проведения тех или иных 
сложных или узкоспециализированных 
опытов в лабораторных условиях, а также 
проблемы ограниченного доступа к учеб-
ному оборудованию ввиду тех или иных 
причин. Применение информационных 
технологий позволяет не только избавиться 
от привязки к лабораторному оборудованию 
там, где это необходимо, но и всецело отве-
чает концепции инклюзивного образования. 

Тем не менее, традиционные методы 
проведения экспериментов на лаборатор-
ных занятиях по физике остаются актуаль-
ными и, несомненно, имеют свои плюсы, 
так как вырабатывают навыки работы с ре-
альными приборами. 

Таким образом, исследовав возможно-
сти интерактивных лабораторных работ, 
конструируемых с помощью программных 
пакетов математического моделирования, 
можно сказать, что применение информа-
ционных технологий в изучении физико-ма-
тематических дисциплин обладает поисти-
не большим потенциалом и широчайшими 
возможностями. Сочетание традиционного 
и интерактивного экспериментов позволяют 
добиться максимально полного усвоения 
знаний.
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УДК 535.37
о ВоЗМожноСТи оПредеЛениЯ оКТаноВого ЧиСЛа 

По СПеКТрУ ПроПУСКаниЯ БенЗиноВ
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Разработана и создана установка, позволяющая автоматизировать снятие и сравнение спектров. Были 
сняты спектры пропускания бензинов. ОЧ данных бензинов: 53, 68, 70, 73, 75, 80. Исследовались образцы 
с толщиной слоя 4–100 мм. Исследована зависимость спектра пропускания бензина в ближней ИК области 
от октанового числа. Изучено влияние ОЧ на спектры пропускания бензинов в области 1–1,8 мкм. Опре-
делены длины волн и толщины образцов для которых коэффициент пропускания наиболее сильно зависит 
от октанового числа. Для исследованных образцов обнаружена монотонная зависимость показателя пропу-
скания от величины ОЧ в полосах поглощения 1,2 и 1,4 мкм. С увеличением октанового числа наблюдается 
увеличение пропускания бензинов. Наибольшее изменение пропускания при изменении октанового числа 
на коэффициент пропускания соответствует толщине образца 10–20 мм.

Ключевые слова: спектр пропускания бензина, иК спектр, октановое число, автоматизация снятия спектров.

DETERMINATION OF THE OCTANE NUMBER OF THE GASOLINE SPECTRUM 
BANDWIDTH
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Designed and developed the installation, allowing to automate the removal and comparison of spectra. The 
spectra of transmittance of gasoline. PTS data gasoline: 53, 68, 70, 73, 75, 80. Studies were investigated the samples 
with a layer thickness of 4–100 mm. the dependence of transmittance spectrum of gasoline in the near infrared region 
from octane. The influence of PTS on the spectra of the pass-ing of gasoline in the region of 1–1. 8 µm. Defined 
wavelength and specimen thickness for which the transmission coefficient is most strongly dependent on the octane. 
For the studied samples revealed a monotonic dependence of the rate of transmission of the value of the PTS in the 
absorption bands at 1.2 and 1.4 microns. The higher the octane number, an increase in the bandwidth of gasoline. 
The greatest change of the transmittance when changing the octane number of the transmittance corresponds to the 
specimen thickness 10–20 mm.

Keywords: transmittance spectrum of benzene, IR spectrum and the octane number, the automation of the recording of 
the spectra

Октановое число (ОЧ) является мерой 
детонационной стойкости (ДС) бензина 
и численно равно процентному содержанию 
изооктана в эталонной смеси с гептаном, ко-
торая по ДС в условиях стандартного одно-
цилиндрового двигателя эквивалентна ис-
пытуемому бензину [1]. Полученные таким 
образом значения имеют относительный ха-
рактер и не всегда совпадают с фактической 
ДС бензинов в полноразмерных двигателях. 
Определение ОЧ на стенде или непосред-
ственно на реальных двигателях занимает 
значительное время. Вместе с этим при про-
изводстве бензинов существует потребность 
контроля ОЧ «в реальном времени».

ОЧ может изменяться в зависимости 
от внешних факторов (давления и темпера-
туры окружающей среды, условий работы 

двигателя) [2], и при этом бензины с оди-
наковым ОЧ могут иметь несколько раз-
личный процентный состав углеводородов 
в зависимости от типа нефти, используе-
мой для их получения. Но в общем случае 
большее значение ОЧ соответствует боль-
шему процентному содержанию высших 
углеводородов. В спектрах углеводородов 
имеются полосы поглощения в ближней ИК 
области (1,0–2,5 мкм). Увеличение содержа-
ния высших углеводородов приводит к эф-
фективному уменьшению количества С-Н 
связей (ответственных за поглощение на ко-
лебательных переходах) в единице объема, 
т.е. к увеличению пропускания в ближней 
ИК области. целью данной работы было ис-
следование зависимости пропускания бен-
зинов в ближней ИК области от ОЧ.
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Схема установки

Для решения данной задачи была разра-
ботана установка, схема которой приведена 
на рис.1.  Свет от лампы накаливания 1 про-
ходит через широкополосный фильтр 2, не-
обходимый для выделения одного порядка 
монохроматора, линзу 3, изготовленную 
из фтористого бария, имеющего равномер-
ное пропускание в рабочей области, меха-
нический модулятор 4, и плоским зеркалом 
5 проецируется на щель малогабаритного 
монохроматора МУМ-3 6 (разрешение 3нм/
мм, такое разрешение достаточно для сня-
тия широкополосных спектров жидких 
бензинов). Сканирование по частотному 
спектру осуществлялось при помощи ша-
гового электродвигателя, который управ-
лялся программно от компьютера. После 
монохромотора свет проходит через кюве-
ту с образцом  7.  Интенсивность прошед-
шего света регистрируется фотоприемным 
устройством 8. Фотоприемное устройство 
состоит из фотоприемника 8а (в качестве 
фотоприемника использовалось фотосопро-

тивление ФСА-3 или фотоприемное охлаж-
даемое устройство ФУО 612–8, имеющее бо-
лее высокую (в 2–4 раза) чувствительность 
в длинноволновой области (1,8–3,2 мкм) 
и менее чувствительно к внешним электри-
ческим наводкам и помехам) и предусили-
теля 8б, который включал в себя цепь ста-
билизации для питания фотосопротивления 
или ФУО и усиливающий каскад, осущест-
вляющий усиление сигнала в полосе частот 
модуляции механического модулятора. Сиг-
нал с фотоприемного устройства подавался 
на селективный вольтметр 9, который изме-
рял амплитуду сигнала на частоте модуля-
ции. Показания вольтметра через АцП за-
водились на компьютер 10 и записывались 
в файл.

Разработанная программа позволя-
ла осуществлять сканирование по спек-
тральному диапазону, наблюдать на экране 
спектр исследуемого вещества, сохранять 
его в файл, выводить его на печать, полу-
чать числовые значения сигнала интенсив-
ности прошедшего света на данной длине 
волны.

Рис. 1. Схема экспериментальной установки
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результаты

Были сняты спектры пропускания бен-
зинов. ОЧ данных бензинов: 53, 68, 70, 73, 
75, 80. Исследовались образцы с толщиной 
слоя 4–100 мм. Наибольшее изменение про-
пускания бензинов наблюдалось на длинах 
волн 1205 и 1400 нм (рис. 2). Наибольшее 

Рис. 2. Спектры пропускания бензинов в ближней ИК-области:  
1 – толщина образца 20 мм, октановое число – 53;  
2 – толщина образца 20 мм, октановое число – 80

абсолютное изменение пропускания (что 
соответствует максимальному соотноше-
нию сигнал/шум) наблюдалось при толщи-
не образцов 10–20 мм. характерный спектр 
пропускания бензина (толщина слоя 20 мм) 
приведен на рис.2 (1 – ОЧ=53; 2 – ОЧ=80), 
зависимости пропускания бензинов от ОЧ – 
на рис. 3.

Рис. 3. Зависимость коэффициента пропускания бензинов от октанового числа  
на длине волны 1205 нм
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Выводы

Изучено влияние ОЧ на спектры про-
пускания бензинов в области 1–1,8 мкм. 
Для исследованных образцов обнаружена 
монотонная зависимость показателя про-
пускания от величины ОЧ в полосах по-
глощения 1,2 и 1,4 мкм. С увеличением 
октанового числа наблюдается увеличение 
пропускания бензинов. Наибольшее изме-
нение пропускания при изменении октано-
вого числа на числа на коэффициент пр со-
ответствует толщине образца 10–20 мм.

Авторы приносят свои благодарности СФ 
ФИАН за возможность использования спектро-
фотометра и Новокуйбышевскому нефтепе-
рерабатывающему заводу за предоставленные 
тарированные образцы.
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Технология LSD-SLAM – подход к лока-
лизации и сопоставлению на основе ключе-
вого кадра, который основывается на следу-
ющих этапах [1]:

• движение камеры отслеживается в на-
правлении опорного ключевого кадра на 
карте. Новые ключевые кадры генериру-
ются, если камера слишком далеко отошла 
от существующих ключевых кадров;

• глубина (расстояние) в текущем эта-
лонном ключевом кадре оценивается из сте-
рео соответствий на основе отслеживаемого 
движения (временное стерео) [2];

• позиции ключевых кадров выполнены 
глобально согласованными с помощью вза-
имного прямого выравнивания изображе-
ний и оптимизации алгоритма графического 
позиционирования.

Для реализации требуется персональ-
ный компьютер на базе операционной си-
стемы Ubuntu, веб-камера, дополнительные 
программные пакеты.

В Stereo LSD-SLAM глубина в ключе-
вых кадрах дополнительно оценивается 
непосредственно из статического стерео. 
Существует целый ряд преимуществ этого 
подхода: полагаться исключительно на вре-
менные или исключительно на статическую 
стереосистему. Статическая стереосистема 
позволяет оценивать абсолютный масштаб 
мира и не зависит от движения камеры. 
Тем не менее, статическое стерео ограниче-
но постоянной базой (с во многих случаях 
фиксированным направлением), что эффек-
тивно ограничивает производительность до 
определенного диапазона [3]. 
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Рис. 1. Работа SLAM

Временная стереосистема не ограничи-
вает производительность до определенного 
диапазона. Один и тот же датчик может ис-
пользоваться в очень малых и очень боль-
ших средах и легко перемещаться между 
ними. С другой стороны, он не обеспечивает 
масштабирование и требует передвижения 
камеры [4]. Дополнительным преимуще-
ством сочетания временной и статической 
стереосистемы является то, что доступно 
несколько базовых направлений: в то вре-
мя как статическое стерео обычно имеет 
горизонтальную базовую линию, что не по-
зволяет оценить глубину вдоль горизонталь-

ных кромок, временное стерео позволяет за-
вершить карту глубины, обеспечивая другое 
движение направления [5].

Основные принципы реализации метода 
(алгоритма):

• обобщение LSD-SLAM на стереока-
мере, комбинируя временное и статическое 
стерео в прямом, режиме SLAM в режиме 
реального времени;

• моделирование изменения освещения 
при прямом выравнивании изображений, 
что повышает надёжность метода;

• систематическая оценка двух базовых 
наборов данных из полученных изображений.

Рис. 2. Графическая реализация алгоритма SLAM на собственном примере
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Простая модель обучения  

на основе движения
Визуальное моделирование подвижного 

объекта-наблюдателя производится с по-
мощью свёрточной нейронной сети (CNN) 
[6]. Объект оптимизирует его визуальные 
представления, минимизируя ошибку пре-
образований камеры, полученной при его 
передвижении на основе предсказания. 
Выполнение этой задачи эквивалентно об-
учению нейронной сети с двумя потоками, 
принимающей два изображения в качестве 
входных данных и предсказывает переме-
щение, чему объект подвергался, когда он 
перемещался между по X и Y, из которых 

Рис. 3. Изучение перемещения для контроля визуальных функций. Мобильный объект, 
оборудованный визуальными датчиками, получает последовательность изображений в качестве 

входных данных во время движения

два изображения были получены. Чтобы уз-
нать полезные визуальные представления, 
агент постоянно выполняет эту задачу (в за-
висимости от окружающей обстановки) [7]. 

Рассматриваются разные варианты 
предварительной оценки для оценки полез-
ности изученных функций. Перфекциони-
рование – процесс оптимизации значений 
случайно инициализированной нейронной 
сети для вспомогательной задачи, которая 
не совпадает с целевым преобразованием 
камеры из пар изображений. 

Движение объекта эквивалентно пере-
мещению камеры. Перемещение ставится, 
как проблема прогнозирования [8]. 

Рис. 4. Программная реализация
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Рис. 5. Графический анализ движения с помощью прогаммы «SLAM Tuning»

Микрокомпьютер Raspberry Pi3
Микрокомпьютер Raspberry Pi3 счи-

тается хорошим аппаратным устройством 
для реализации конечного продукта ввиду 
своих небольших размеров и быстродей-
ствия [9].

Что представляет из себя Raspberry Pi 3  
Model B в техническом плане:

• SoC: Broadcom BCM2837;
• Процессор: ARM Cortex-A53 (4 ядра);
• Графический процессор: Broadcom 

VideoCore IV;
• Оперативная память: 1Гб LDDR2;
• Встроенные адаптеры: 10/100Мбит 

Ethernet;
• Bluetooth 4.1 LE, Wi-Fi 802.11n

Рис. 6. Микрокомпьютер Raspberry Pi3
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Для разработки рекомендуется исполь-

зовать пакеты Keras, Theano. Взаимодей-
ствие с ними пользователя происходит че-
рез систему Linux (Ubuntu). Персональный 
компьютер – база для разработки алгоритма, 
который в будущем предстоит транспорти-
ровать в память микрокомпьютера.

Заключение
Исследование показало, что базовая 

реализация алгоритма SLAM возможна 
при использовании среднестатистическо-
го оборудования. В дальнейшем, считается 
целесообразным использовать аппаратуру 
с большей вычислительной способностью. 
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computational algorithm and numerical investigations

В связи с ростом антропогенной нагруз-
ки на экологические системы, в том числе 
и на атмосферу, увеличивается актуальность 
развития методов и средств исследования 
ее состояния для решения экологических 
проблем. В рамках обозначенной задачи не-
обходимы анализ процессов и прогнозиро-
вание последствий распространения загряз-
няющих веществ в атмосфере [1, 2].

Исследование динамики распростране-
ния примесей в атмосфере и изменений ее 
показателей экспериментально, значительно 
затруднено в силу сложного характера диф-
фузионного и конвективного массоперено-
са. Помимо этого определенную сложность 
вызывает как наблюдение за ходом экспе-
римента, так и интерпретация полученных 
данных с целью выявления структуры дви-
жения вследствие значительных масштабов 
объектов исследования и длительности про-
цессов конвекции и диффузии. Известно, 
что существующие современные методы 

экспериментального исследования требуют 
использования дорогостоящего измеритель-
ного оборудования и экспериментальных 
установок. В тех случаях, когда масштабы 
возможных техногенных нарушений исклю-
чают натурные испытания, а лабораторные 
исследования в силу ограниченных возмож-
ностей обеспечения подобия дают лишь 
неполную информацию, математическое 
моделирование и вычислительный экспери-
мент становятся основными способами из-
учения процессов переноса вещества в тур-
булентной атмосфере [1, 2].

Современная вычислительная техника 
позволяет создавать эффективные вычисли-
тельные алгоритмы и комплексы программ 
для решения указанной задачи [9, 10, 13]. 
Однако численное моделирование на ЭВМ 
предъявляет к исследователю серьезные 
требования, помимо отличной подготовки 
по вычислительной математике и програм-
мированию, он должен хорошо разбираться 
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в физических особенностях решаемой зада-
чи, а также верно интерпретировать резуль-
таты моделирования.

В решении данных задач особое внима-
ние уделяется моделированию с помощью 
дифференциальных уравнений, так как рас-
сматриваемые процессы протекают как во 
времени, так и в пространстве. Дифферен-
циальные уравнения описывают динами-
ку процесса переноса примесей в режиме 
реального времени, однако следует отме-
тить ряд возникающих на пути имитаций 
с помощью дифференциальных уравнений, 
трудностей. Во – первых, систематических 
правил получения самих уравнений не су-
ществует, их составление основано на полу-
эмпирических закономерностях, аналогиях, 
рассуждениях и навыках моделирующего, 
о чем уже упомянуто выше. Во – вторых, 
решаемые задачи имеют большую размер-
ность, что определяет технические трудно-
сти. В связи с этим можно утверждать, что 
реализация описываемых моделей на парал-
лельных компьютерных системах является 
актуальной научной задачей.

Математическая модель переноса за-
грязняющих примесей в атмосфере ис-
пользует уравнения математической физи-
ки для установления взаимосвязей между 
неизвестными функциями, характеризу-
ющими исследуемый объект. Уравнения 
дополняются неравенствами и другими 
ограничениями, связанными с моделью. 
Математические вопросы корректности 
моделей (существование и единственность 
решения, его устойчивость) являются очень 
важными, но не всегда решаемыми.

Перенос загрязняющей субстанции q 
в пограничном слое атмосферы описывает-
ся нестационарным уравнением переноса  
(с учетом его параметризации) [3, 6, 14]:

( ) ( )

( )

ˆˆ ˆ( , ) ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )ˆ ˆ
ˆˆ ˆ( , ) ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ( , ) , ,

ˆ ˆ

∂ ∂
+α ⋅ +β⋅ ⋅ −

∂ ∂
 ∂ ∂

−θ⋅ ⋅ = ξ ⋅ ∂ ∂ 

q x t t q x t V x t q x t
t x

q x tK x t S x t
x x

  (1)

0( , 0) ( )= =q x t q x , 1( 0, ) ( )= =q x t q t , 2( , ) ( )= =q x X t q t , (2)

где ( , )q x t  – поле концентрации примесей 
(загрязняющей субстанции), ( , )V x t  – ско-
рость ветра, ( , )K x t  – атмосферная турбу-
лентность, ( , )S x t  – источник примесей. 

В данной работе помимо известных двух 
итерационных схем решения уравнения 

переноса субстанции в турбулентной среде 
[4, 5] рассматриваются другие формы инте-
гральных уравнений и соответствующие им 
преобразования интегральной модели [11, 
12]. Настоящий метод носит исключитель-
но качественный характер, его основное 
назначение состоит в разработке методик 
качественной оценки значений параметров 
в задачах математического моделирования 
явления переноса загрязняющей примеси 
в турбулентной атмосфере.

Уравнение (1) запишем следующим об-
разом:
q q V q Vq K q Kq S′ ′ ′ ′ ′′+ α +β +β −θ −θ = ξ , (3)

где

 ( )ˆˆ ˆ,
ˆ

∂
=

∂


q x t
q

t
;

 ( )ˆˆ ˆ,
ˆ

∂
′ =

∂

q x t
q

x
;

 
( )2

2

ˆˆ ˆ,
ˆ

∂
′′ =

∂

q x t
q

x
; 

( )ˆˆ constα = α =t ;

 ( )ˆ ˆˆ,
ˆ

∂
′ =

∂

V x t
V

x
; 

( )ˆ ˆˆ,
ˆ

∂
′ =

∂

K x t
K

x
;

 ( )ˆ ˆˆ,=V V x t ; 

( )ˆ ˆˆ,=K K x t ;

 ( )ˆ ˆˆ,=S S x t . 

В результате последующих преобразо-
ваний уравнения (3) приходим к параметри-
зованной модели:

 ′ ′θ −β α +β −ξ′′ ′+ − =
θ θ θ

K V V q Sq q q
K K K

, (4)
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где далее примем следующие обозначения:

 ( )1
ˆˆ,

′θ −β
=

θ
K Vp x t

K
, 

( )2
ˆˆ,

′α +β
= −

θ
Vp x t

K
, 

( )ˆˆ, −ξ
=

θ
q Sf x t

K
, 

в соответствии с чем уравнение (4) получим 
в виде:

 ( )1 2
ˆˆ ˆ ˆ ˆ′′ ′+ + =q p q p q f x t . (5)

Уравнение (5), как известно [2, 7], пред-
ставляет собой дифференциальное уравне-
ние второго порядка с постоянными коэффи-
циентами и имеет аналитическое решение.

Далее в работе выполняется построение 
вычислительного алгоритма решения урав-
нения переноса (5) с использованием рекур-
сивной вычислительной схемы:

, , , , , 1 ,
0 0

−
= =

= µ ω −µ ω +ϕ∑ ∑ 



i i

i j k i k k j k i k k j i j
k k

q K q K q ,
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i
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k

q K S , 

∆
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∆
x
t

, 

η = λξ∆x , 

2 1

1 1
λ = ⋅

θ −r r
,

( ) ( )2 1
,

− −= −

i k i kr x x r x x
i kK e e , 

≤k ix x , 

2

1,2 22 4
β β α

= ± +
θ θ θ

r , 

 1,=i m ; 1,=j n ; 0, 1= −k m .  (6)

Алгоритм вычислительной модели (6) 
достаточно прост, в то же время, погреш-
ность получаемых с его помощью решений 
зависит от погрешностей аппроксимации 
искомого решения и полей исходных дан-
ных, а также их производных [8, 15]. В силу 
указанных обстоятельств далее проводятся 
численные исследования рекурсивного ал-
горитма (6) на сходимость и устойчивость 
получаемых решений. Для проведения вы-

числительного эксперимента, кроме алго-
ритма, разработано программное обеспече-
ние (в системе Maple) и тестовые задачи [11, 
12, 14]. Установлено, что увеличение размер-
ности расчетной сетки приводит к росту по-
грешности, что хорошо объясняется ростом 
вычислительных погрешностей, которые 
несут в себе исходные данные. Так, в слу-
чае размерности ( ) ( )15 20× = ×m n  по-
грешность решения составила 0,0818σ = . 
Анализ результатов вычислительного экспе-
римента показывает, что, если погрешность 
в данных экологического мониторинга до 
8 %, то вычислительный алгоритм (6) сохра-
няет свойство устойчивости при соответ-
ствующем выборе исходных данных.
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ПриМенение СТаТиСТиЧеСКих МеТодоВ В реШении 
ЭКоноМиЧеСКих ЗадаЧ
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ФГБОУ ВО «Ставропольский государственный аграрный университет», Ставрополь,  
e-mail: inf@stgau.ru

Статистические методы анализа данных достаточно подробно изложены в отечественной литературе. 
Однако в практике российских предприятий, между тем, используются не все. В статье рассматриваются 
те методы статистической обработки, которые чаще всего применяются при решении экономических задач 
поставленных перед предприятием. Одним из экономико-статистических методов, используемым для упо-
рядочения множества показателей, является группировка сведений. Однако на основе такой системы сложно 
делать выводы о свойствах изделия либо процессах его создания. Использование в таких случаях линейных 
графиков наглядно показывают изменения наблюдаемых параметров в течение определенного периода: ги-
стограмма, диаграммы разброса. Также в статье указывается тот факт, что наиболее эффективным статисти-
ческим методом оценки стабильности и точности оборудования и технологических процессов выступает 
составление контрольных карт, которые позволяют исследовать факторы, которые обнаруживаются в ходе 
качественной оценки, в пространстве и динамике. При этом автор в статье указывает на то, что к стати-
стическим методам экономического анализа не относят способы оценки причинно-следственных связей 
хозяйственных процессов и событий, выявления перспективных и неиспользованных резервов повышения 
результативности деятельности. Иначе говоря, в число рассмотренных подходов не включаются факторные 
приемы.

Ключевые слова: статистические методы, экономические задачи, группировка сведений, гистограмма, 
диаграммы разброса, способы оценки причинно-следственных связей хозяйственных 
процессов и событий

APPLICATION OF STATISTICAL METHODS IN THE SOLUTION  
OF ECONOMIC TASKS

Anastasov I.G., Maznitsin V.V.
Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: inf@stgau.ru

Statistical methods of data analysis are described in sufficient detail in the domestic literature. However, in 
the practice of Russian enterprises, meanwhile, not all are used. The article deals with those methods of statistical 
processing, which are most often used in solving economic problems posed to the enterprise. One of the economic 
and statistical methods used to order a set of indicators is the grouping of information. However, based on such a 
system it is difficult to draw conclusions about the properties of the product or the processes of its creation. The use 
of linear graphs in such cases visually shows changes in observed parameters during a certain period: a histogram, 
scatter diagrams. The article also points out the fact that the most effective statistical method for assessing the 
stability and accuracy of equipment and technological processes is the development of control charts that allow us to 
investigate the factors that are revealed in the course of qualitative assessment, in space and dynamics. At the same 
time, the author points out that statistical methods of economic analysis do not include methods for assessing the 
cause-effect relationships of economic processes and events, identifying promising and unused reserves to increase 
the effectiveness of activities. In other words, factorial methods are not included in the number of approaches 
considered.

Keywords: statistical methods, economic problems, information grouping, histogram, scatter diagrams, ways of 
assessing the cause-effect relationships of economic processes and events

В практике отечественных предприятий 
распространены в основном статистиче-
ские методы контроля. Если говорить о ре-
гулировании технологического процесса, то 
оно отмечается очень редко. Применение 
статистических методов предусматривает 
тот факт, что на предприятии формируется 
группа из специалистов, которые имеют со-
ответствующую квалификацию [3, 4].

Выделим основные области, в которых 
наиболее распространены статистические 
методы:

– регулирование технологического про-
цесса;

– приемка продукции, в ходе которой 
используются статистические методы ка-
чества;

– исследование стабильности и точно-
сти технологических операций;

– расчет надежности и ее испытание [1, 2].
Статистические методы являются ба-

зой, обеспечивающей создание продукции 
с высокими потребительскими характери-
стиками. Эти приемы широко используют-
ся в промышленно развитых государствах. 
Статистические методы, по сути, гаранты 
получения потребителями продукции, соот-
ветствующей установленным требованиям. 



26

 INTERNATIONAL STUDENT RESEARCH BULLETIN   № 3,  2018 

 PHYSICAL AND MATHEMATICAL SCIENCES 
Эффект их использования доказан практи-
кой промышленных предприятий Японии. 
Именно они способствовали достижению 
высочайшего производственного уровня 
в этой стране. Многолетний опыт зарубеж-
ных стран показывает насколько эффектив-
ны эти приемы. В частности, известно, что 
компания Hewlelt Packard, применяя ста-
тистические методы, смогла снизить в од-
ном из случаев количество брака за месяц 
с 9000 до 45 ед. [7].

В отечественной практике существует 
ряд препятствий, не позволяющих исполь-
зовать статистические методы изучения по-
казателей. Сложности возникают из-за:

– отсутствия у большей части специали-
стов и руководителей предприятий адекват-
ного понимания сущности и значение прие-
мов, важности осмысления, преобразования 
и использования информации;

– незнания, как самих статистических 
методов, так и порядка их применения;

– отсутствия у большей части специали-
стов опыта обработки эмпирической инфор-
мации;

– недоверия к достоверности получен-
ных результатов;

– отсутствия ясных, удобных для вос-
приятия без привлечения математического 
аппарата пособий.

Необходимо отметить, что определение 
потребности в тех или иных статистических 
методах в сфере качества, выбор, освоение 
конкретных приемов является довольно 
сложной и длительной работой для любого 
отечественного предприятия. Для эффек-
тивного ее осуществления целесообразно 
разработать специальную долговременную 
программу. В ней следует предусмотреть 
формирование службы, в задачи которой 
будет входить организация и методическое 
руководство применения статистических 
методов. В рамках программы нужно пред-
усмотреть оснащение соответствующими 
техническими средствами, обучение спе-
циалистов, определить состав производ-
ственных задач, которые должны решаться 
с помощью выбранных приемов. Освоение 
рекомендуется начать с использования са-
мых простых подходов. Например, мож-
но использовать известные элементарные 
статистические методы управления про-
изводством. Впоследствии целесообразно 
перейти к другим приемам. Например, это 
может быть анализ дисперсии, выборочная 
обработка информации, регулирование про-
цессов, планирование факторного исследо-
вания и экспериментов и пр. [5].

К статистическим методам экономиче-
ского анализа относятся разные приемы. 
Стоит сказать, их насчитывается довольно 
много. Однако ведущий специалист в обла-
сти менеджмента качества в Японии К. Иси-
кава рекомендует использовать семь основ-
ных методов:

– диаграммы Парето;
– группировка сведений по общим при-

знакам;
– контрольные карты;
– причинно-следственные диаграммы;
– гистограммы;
– контрольные листки;
– диаграммы разброса.
Руководствуясь собственным опытом 

в сфере менеджмента, Исикава утверждает, 
что 95 % всех вопросов и проблем на пред-
приятии можно решить, используя эти семь 
подходов.

Диаграмма Парето – метод статистиче-
ских данных, который базируется на опре-
деленном соотношении. Оно было названо 
«принципом Парето». В соответствии с ним, 
из 20 % причин появляется 80 % следствий. 
Диаграмма Парето в наглядной и понятной 
форме показывает относительное влияние 
каждого обстоятельства на общую пробле-
му в убывающем порядке. Это воздействие 
можно исследовать на количестве потерь, 
дефектов, спровоцированных каждой при-
чиной. Относительное влияние иллюстри-
руется с помощью столбиков, накопленное 
воздействие факторов посредством кумуля-
тивной прямой. [6]

На причинно-следственной диаграмме 
исследуемую проблему условно изобража-
ют в форме горизонтальной прямой стрел-
ки, а условия и факторы, косвенно либо 
прямо влияющие на нее, – в виде наклон-
ных. При построении следует учитывать 
даже незначительные на первый взгляд об-
стоятельства. Это обуславливается тем, что 
на практике достаточно часто бывают слу-
чаи, в которых решение задачи обеспечива-
ется исключением нескольких, кажущихся 
несущественными, факторов. Причины, ко-
торые влияют на основные обстоятельства 
(первого и следующих порядков) изобража-
ют на диаграмме горизонтальными корот-
кими стрелками. Детализированная схема 
будет иметь форму скелета рыбы.

Группировка сведений – экономико-ста-
тистический метод, используемый для упо-
рядочения множества показателей, которые 
были получены при оценке и измерении 
одного или нескольких параметров объек-
та. Как правило, такая информация пред-



27

  МЕЖДУНАРОДНЫЙ СТУДЕНЧЕСКИЙ НАУЧНЫЙ ВЕСТНИК № 3, 2018   

 ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
ставлена в форме неупорядоченной после-
довательности значений. Это могут быть 
линейные размеры заготовки, температура 
плавления, твердость материала, количе-
ство дефектов и так далее. На основе такой 
системы сложно делать выводы о свойствах 
изделия либо процессах его создания. Упо-
рядочивание осуществляется с помощью 
линейных графиков. Они наглядно показы-
вают изменения наблюдаемых параметров 
в течение определенного периода.

Контрольный листок, как правило, 
представлен в виде таблицы распределе-
ния частот вхождения измеряемых величин 
параметров объекта в соответствующие 
промежутки. Контрольные листки составля-
ются в зависимости от поставленной цели 
исследования. Диапазон значений показате-
лей разделяется на одинаковые интервалы. 
Их число выбирают обычно равное квадрат-
ному корню из количества выполненных из-
мерений. Бланк должен быть простым, что-
бы исключить проблемы при заполнении, 
прочтении, проверке.

Гистограмма представлена в форме сту-
пенчатого многоугольника. Она наглядно 
иллюстрирует распределение показателей 
измерений. Диапазон установленных вели-
чин разбивается на равные промежутки, ко-
торые откладывают по оси абсцисс. К каж-
дому интервалу строится прямоугольник. 
Его высота равна частоте вхождения вели-
чины в данный промежуток [9].

Диаграммы разброса используются 
при проверке гипотезы о взаимосвязи двух 
переменных величин. Модель строится следу-
ющим образом: на оси абсцисс откладывают 
величину одного параметра, ординат – друго-
го показателя. В результате на графике появ-
ляется точка. Данные действия повторяются 
для всех значений переменных. При наличии 
взаимосвязи поле корреляции вытянуто, а на-
правление не будет совпадать с направлен-
ностью оси ординат. Если зависимость от-
сутствует, оно параллельно одной из осей 
или будет иметь форму круга [4, 10].

Контрольные карты используются 
при оценке процесса в течение конкретного 
периода. Формирование контрольных карт 
базируется на следующих положениях:

– все процессы отклоняются от задан-
ных параметров с течением времени;

– нестабильный ход явления не изменя-
ются случайно. Неслучайными выступают 
отклонения, выходящие за границы предпо-
лагаемых пределов;

– отдельные изменения могут быть 
спрогнозированы;

– стабильный процесс может случайно 
отклоняться и в предполагаемых границах.

Необходимо отметить, что отечествен-
ный и зарубежный опыт показывает, что 
наиболее эффективным статистическим 
методом оценки стабильности и точности 
оборудования и технологических процессов 
выступает составление контрольных карт. 
Этот способ используется также при регу-
лировании производственных операций, ис-
следовании потенциальных возможностей 
производственных мощностей. При постро-
ении карт необходимо правильно выбрать 
исследуемый параметр. Рекомендуется от-
давать предпочтение тем показателям, ко-
торые непосредственно относятся к назна-
чению изделия, могут быть легко измерены 
и на которые можно оказать воздействие 
посредством регулирования процесса. Если 
такой выбор затруднителен или не оправ-
дан, можно выполнить оценку величин, кор-
релированных (взаимосвязанных) с контро-
лируемым параметром.

У каждого типа карт есть своя специфи-
ка. Ее необходимо принимать во внимание 
при их выборе для конкретного случая. Кар-
ты по количественному критерию считают-
ся более чувствительными к изменениям 
процесса, чем те, в которых используется 
альтернативный признак. Однако при этом 
первые более трудоемки.

Количественные методы анализа в эко-
номике позволяют исследовать факторы, ко-
торые обнаруживаются в ходе качественной 
оценки, в пространстве и динамике. С их 
помощью можно выполнять прогнозные 
расчеты. К статистическим методам эко-
номического анализа не относят способы 
оценки причинно-следственных связей хо-
зяйственных процессов и событий, выяв-
ления перспективных и неиспользованных 
резервов повышения результативности де-
ятельности. Иначе говоря, в число рассмо-
тренных подходов не включаются фактор-
ные приемы.
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С использованием основных методов и понятий дискретной математики и математической логики 
проведены несколько типовых расчётов по корректности алгоритмов и процессов, написанных на языке 
программирования Pascal (структурированный и компилируемый язык программирования, является базой 
для многих других известных языков программирования), разобраны принцип и работа экспертной системы 
с использованием множеств и предикатов. С помощью логики высказываний описаны базовые алгоритмы 
решения и проверки задач, которые представлены перед программистом при проверке корректности про-
граммы и отдельных её частей, с использованием предикатов (функция с областью значений {0;1}, опре-
деленная n-й декартовой степени множества M) и составлении экспертной системы создана простая база 
данных (знаний) для получения информации из базы данных о британских королях и королевах и объяснены 
основные понятия математической логики и дискретной математики, которые применяются в ней.

Ключевые слова: программирование, дискретная математика, теория множеств, экспертная система

APPLICATION OF DISCRETE MATHEMATICS IN PROGRAMMING
Andreev I.V.

Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: inf@stgau.ru

Using the basic methods and concepts of discrete mathematics and mathematical logic, several typical 
calculations on the correctness of algorithms and processes written in the programming language Pascal (structured 
and compiled programming language, is the basis for many other known programming languages), the principle and 
work of the expert system with the use of sets and predicates. With the help of sentence logic, the basic algorithms 
for solving and testing tasks are described, which are presented to the programmer when checking the correctness of 
the program and its individual parts, using predicates (a function with the range {0; 1} defined by the n-th Cartesian 
power of the set M) and compiling expert system created a simple database (knowledge) to obtain information 
from the database of British kings and queens and explained the basic concepts of mathematical logic and discrete 
mathematics that are applied in it.

Keywords: programming, discrete mathematics, set theory, expert system

Дискретная математика и математи-
ческая логика – основа любого изучения 
информационных систем. В настоящий 
момент основы фундаментальной матема-
тической подготовки специалистов в об-
ласти информатики, программирования 
и компьютерных наук описаны достаточно 
понятно: фундаментальные разделы мате-
матики, имеющие прикладную направлен-
ность на информатику, программирование 
и компьютеры, сосредоточены в курсах 
«Математическая логика», «Дискретная ма-
тематика» и «Теория алгоритмов», являю-
щиеся результатом алгоритмизации знаний, 
накопленных математикой [1, 3].

Бурное развитие дискретной математи-
ки обусловлено прогрессом компьютерной 
техники, необходимостью создания средств 
обработки и передачи информации, а также 
представления различных моделей на ком-
пьютерах, являющихся по своей природе 
конечными структурами. Большинство за-
дач исследования операций (распределение 
ресурсов, сетевое планирование и управле-
ние, календарное планирование) описыва-
ются математическими моделями дискрет-
ного программирования [2, 9].

Умение логически понимать и решать 
задачу, которая будет поставлена перед лю-
бым программистом (независимо от языка 
программирования) является основопола-
гающей, без логики невозможно полноцен-
но и правильно решить задачу. Корректной 
можно считать только ту программу, кото-
рая исполняет функции, указанные в её тех-
нической спецификации, однако результат 
на уровне тестирования может кардинально 
отличаться в условиях реальной работы, по-
этому необходимо проверить корректность 
алгоритма: нужно проверить изменения пе-
ременных программы, которые оно исполь-
зуется на всех этапах работы алгоритма (до, 
во время работы и после). Данные измене-
ния будут рассматриваться как предикаты.

Пусть P – предикат, верный для входных 
значений алгоритма A, а Q – предикат, содер-
жащий условия, которые удовлетворяют вы-
ходные значения. Высказывание { } { }P A Q  
означает следующее: «если алгоритм A на-
чинается с корректного значения P, то она 
закончится при истинном значении Q». Пре-
дикат P называется предусловием, Q – по-
стусловием. Высказывание { } { }P A Q  тоже 
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предикат, поэтому доказательство алгорит-
ма A равносильно доказательству верности 
{ } { }P A Q . Основываясь на этом, можно 
доказать правильность алгоритма «Квадрат-
ный многочлен» на языке Pascal:

Текст программы:
{x – вещественное число}
Begin

 : ;=y ax

( ) : ;= + ⋅y y b x
 : ; = +y y c  End

Поделим алгоритм на части и зафикси-
руем обозначения пред- и постусловий.

 { }1    → =P x x
 begin
   : ;=y ax

 

 ( )   : ;= + ⋅y y b x

 
2

2 1 1 {  }→ = +Q y ax bx

    : ;= +y y c

 2
1 1 { }→ = + +Q y ax bx c

Подстановки показывают, что высказы-
вания:

 { } { }1 :  ,=P y ax Q

 { } ( ) { }1 2 :  = + ⋅Q y y b x Q

 { }2  :  { }= +Q y y c Q
верны. 

Таким образом, предикат 
{Q} Квадратный многочлен {P} 

верен. Таким образом, алгоритм «Квадрат-
ный многочлен» корректен.

Алгоритм условных высказываний тоже 
поддается такому доказательству, необхо-
димо только отразить альтернативные пути 
в алгоритме [6].

Предположим, что высказывание 
if условие then
  высказывание 1;
  else
  высказывание 2;

вводит предусловие P и в конце даёт усло-
вие Q. Поэтому необходимо доказать истин-
ность двух предикатов: 

{P и условие} высказывание 1 {Q}
и {P и не (условие)} высказывание 2 {Q}.

Теория множеств используется для наи-
более удобного описания массы концепций 
в информатике. Одним из примеров приме-
нения теории множества в программирова-
нии является база данных. Возьмём за при-
мер экспертную систему [10].

Экспертная система создаётся с целью 
подмены собой специалистов в данной 
области. Реализуется это благодаря нако-
плению базы знаний известных событий 
с определением набора правил вывода, из-за 
чего ответы на запросы могут быть выведе-
ны логическим путём из базы знаний. 

Создадим экспертную систему под на-
званием «Королевская династия Англии». 
Для начала подготовим список фактов, ис-
пользуя предикаты «родитель» и «жена».

Родитель (Георг I, Георг II)   жена (София, Георг I)
Родитель (Георг III, Георг IV)  жена (Вильгельмина, Георг II)
Родитель (Георг III, Вильгельм IV)  жена (Шарлотта, Георг III)
Родитель (Георг III, Эдвард)  жена (Каролина, Георг IV)
Родитель (Эдвард, Виктория)  жена (Аделаида, Вильгельм IV)
Родитель (Виктория, Эдвард VII)  жена (Виктория, Альберт)
Родитель (Эдвард VII, Георг V)  жена (Александра, Эдвард VII)
Родитель (Георг V, Эдвард VIII)  жена (Виктория Мари, Георг V)
Родитель (Георг V, Георг VI)  жена (Елизавета, Георг VI)
Родитель (Георг V, Елизавета II)  жена (Елизавета II, Филипп)
Родитель (Виктория, Элис)
Родитель (Элис, Виктория Альберта)
Родитель (Виктория Альберта, Филипп)
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Родитель (x, y) означает, что x является 

родителем y, а жена (x, y) означает, что x – 
жена y. Это стандартное чтение предикатов, 
используемых языками программирования, 
как, например, PROLOG [4].

Для извлечения информации необхо-
димо отправлять запросы в базу данных. 
Пример: «является ли Георг I отцом Геор-
га III?», то ответ будет отрицательным, по-
скольку предикат родитель (Георг I, Георг 
III) не существует в списке. Формат запроса 
зависит от языка программирования, кото-
рый поддерживает та или иная база данных. 
Таким образом, использование баз данных 
в работе помогает упорядочить информа-
цию и наиболее эффективно работать с ней. 
Запросы формируются по принципу: «? – 
предикат». При этом подразумевается нали-
чие переменной в предикате, которое будет 
равносильно вопросу о существовании того 
или иного элемента [7].

Сформулируем правило вывода для по-
лучения информации о матерях из системы. 
Необходимо обозначить правило мать(x) 
так, чтобы положительный ответ на этот 
запрос формировался только в том случае, 
если x – жена чьего-то родителя или x – жен-
щина и родитель. Правило такого вывода 
определяется таким образом:

2. Долгих Е.В., Тынянко Н.Н. Теоретические эконо-
мико-математические модели // Современные проблемы 
развития экономики и социальной сферы: сборник матери-
алов Международной научно-практической конференции, 
посвященной 75-летию Ставропольского государственного 
аграрного университета / Отв. редактор: Н.В. Кулиш, 2005. –  
С. 553–556.

3. Шелковой А.Н., Ююкин Н. А. Дискретная математи-
ка для экономистов, 2014.

4. Зепнова Н.Н., Кузьмин О.В. Применение методов 
дискретной математики при решении логических задач // 
Омский научный вестник. – 2014. – № 2 (130). – С. 14–17.

5. Попова С.В. Формирование алгоритмической культу-
ры у студентов на занятиях по математике // Экономика реги-
онов России: анализ современного состояния и перспективы 
развития: Сборник научных трудов по материалам ежегод-
ной 68-й научно-практической конференции / Ответствен-
ный редактор Н.В. Кулиш, 2004. – C. 423–426.

6. Попова С.В., Колодяжная Т.А. Применение алго-
ритмов при обучении математике в вузе // Моделирование 
производственных процессов и развитие информационных 
систем / Даугавпилсский университет, Латвия, Европейский 
Союз Белорусский государственный университет, Беларусь 
Днепропетровский университет экономики и права, Украи-
на Московский государственный университет им. М.В. Ло-
моносова, Россия, Санкт-Петербургский государственный 
политехнический университет Северо-Кавказский государ-
ственный технический университет Ставропольский госу-
дарственный университет Ставропольский государственный 
аграрный университет. – Ставрополь, 2011. – С. 278–281.

7. Попова С.В., Смирнова Н.Б. Элементы алгоритми-
зации в процессе обучения математике в высшей школе // 
Современные проблемы развития экономики и социальной 
сферы: сборник материалов Международной научно-прак-
тической конференции, посвященной 75–летию Ставро-
польского государственного аграрного университета / От-
ветственный редактор: Н.В. Кулиш, 2005. – C. 526–531.

Но данное правило вывода не найдёт 
всех матерей из-за того, что база данных 
не полная – в ней не записаны, например, 
дети Елизаветы Второй. Полученный ре-
зультат показывает трудности, возникающие 
при попытках ограничения реального мира 
рамками математической модели [5, 8].
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ЧиСЛоВЫе ПоСЛедоВаТеЛьноСТи и их СходиМоСТь
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ФГБОУ ВО «Ставропольский государственный аграрный университет»,  
Ставрополь, e-mail: arzumanian1998@mail.ru

В данной статье будут описаны некоторые приемы и методы для того, чтобы найти и вычислить преде-
лы числовых последовательностей и функций. В статье дается четкое определение числовой последователь-
ности, после чего наглядно рассматривается на примерах. Также проведен анализ элементов последователь-
ности и выяснен общий вид элементов последовательности. Доказано, что число один является пределом 
последовательности, что означает указать закон, по которому, выбрав произвольное ε, можно найти номер, 
начиная с которого элементы последовательности будут лежать в ε-окрестности этого числа. Выражение ко-
торое мы получили в данной статье, является искомым законом, по которому, выбрав произвольное ε, можно 
найти номер начиная с которого элементы последовательности будут лежать в ε окрестности этого числа.

Kлючевые слова: числовая последовательность, комплексные числа, действительные числа, предел числовой 
последовательности, элементы последовательности

NUMERICAL SEQUENCES AND THEIR CONVERGENCE 
Arzumanyan A.G., Ramazanov K.M.

Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: iarzumanian1998@mail.ru

In this article some techniques and methods will be described in order to find and calculate the limits of 
numerical sequences and functions. In the article we give a clear definition of the numerical sequence, after which 
we clearly see by examples. We will also analyze the elements of the sequence and find out the general view of 
the elements of the sequence. Let us prove that the number one is the limit of a sequence, which means to indicate 
the law by which, by choosing an arbitrary one ε, one can find the number starting from which the elements of the 
sequence lie in the ε neighborhood of this number. The expression that we obtained in this article is the desired law, 
by which, by choosing an arbitrary one ε, one can find the number that is the least from which the elements of the 
sequence lie in the ε neighborhood of this number.

Keywords: numerical sequence, complex numbers, real numbers, limit of a numerical sequence, elements of a sequence

Числовой последовательностью назы-
вается такое множество чисел действитель-
ных и комплексных, для которых задано 
взаимно однозначное соответствие со мно-
жеством натуральных чисел [4,9].

Примеры и обозначения. Множество 
чисел: 1,4–5,3,5… можно рассматривать как 
числовую последовательность, если прону-
меровать элементы этого множества, напри-
мер

1 2 3 4 51, 4, 5, 3, 5,...= = = − = =x x x x x  

Все множество обозначается: 

{ } 1

∞

−n n
x .

В рассмотренном выше примере мно-
жество – просто набор цифр «с потолка». 
В математическом анализе, как правило, 
работают с такими последовательностями, 
в которых можно задать общий член после-
довательности, т.е. закон, по которому, зная 
номер элемента, можно вычислить сам эле-
мент [5,10].

рассмотрим пример. Пусть известны 
первые несколько членов последовательно-

сти 
1 1 1 1; ; ; ,...
2 4 8 16
− −

Выяснить вид общего члена этой после-
довательности.

Решение. Проведем анализ имеющихся 
элементов:

а) элементы представляют собой дробь, 
т.е. общий вид будет

=n
ax
b ;

б) в числителе всех элементов стоит 1, 
т.е. общий вид будет

1
=nx

b
;

в) знаки чередуются начиная с «+», 
т.е. общий вид будет

( ) 1 11 += − n
nx

b
;

г) в знаменателях стоят степени двойки, 
начиная с первой, т.е. общий вид будет 

( ) 1 11
2

+= − n
n nx .

Для точности результата сделаем про-
верку. Вычислим третий элемент последо-
вательности
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( )3 1
3

1 11
2 8

+= − =nx .

Вывод. Общий вид элементов последо-
вательности:

( ) 1 11
2

+= − n
n nx , 

где ∈n N .
Элементы числовой последователь-

ности действительных чисел удобно изо-
бражать на числовой прямой, при этом они 
могут быть расположены на ней хаотично 
(не подчинено никакому закону или прави-
лу) или упорядоченно [1, 7].

Они могут стремиться к какому-то числу. 
Т.е. с возрастанием номера элемент стано-
вится все ближе и ближе к какому-то числу.

определение. Число А называется 
пределом числовой последовательности 
{ } 1

∞

−n n
x  если для любого числа 0ε >  су-

ществует такой номер N, зависящий от ε , 
что, начиная с этого номера все элементы 
последовательности удалены от А не более 
чем на ε (принадлежат ε-окрестности числа 
А). И обозначается lim

→∞
=n

x
x A  [2, 6].

Замечание. В математике общеприняты-
ми считаются обозначения:

1) ∀ , заменяет словосочетание «для 
любого».

2) ∃  , заменяет слово «существует».
Пример. Доказать, что пределом после-

довательности

{ } 1
11

∞
∞

−
−

 =  + 
n n

n

nx
n  

при стремлении n к бесконечности является 

1lim 1→∞
=

+x

n
n

.

доказательство. Доказать, что число 
является пределом последовательности, что 
означает указать закон, по которому, выбрав 
произвольное ε, можно найти номер, начи-
ная с которого элементы последовательно-
сти в ε окрестности этого числа.

Итак, требуется выполнение неравен-
ства

− < εnx A .

Подставим выражение для общего чле-
на последовательности и значение предела 
из условия этой задачи

;
1

1 ;
1

1 .
1

n
n

n n
n

n

< ε
+

− −
< ε

+

−
< ε

+

Т.к. ∈n N  (т.е. положительное), то мож-
но раскрыть модуль

1
1
< ε

+n
.

Выразим n из полученного неравенства:

1 ( 1);
1 1;

11 ;

1 1;

< ε +

< +
ε

+ >
ε

> −
ε

n

n

n

n

Cледующее мы приравняем 

1 1= −
ε

N .

Полученное выражение и есть искомый 
закон, по которому, выбрав произвольное 
ε, можно найти номер, начиная с которого 
элементы последовательности будут лежать 
в ε-окрестности этого числа [3].

Теперь подробнее: 
а) выбираем произвольное ε.
б) подставляем его в выражение 

1 1= −
ε

N  
и находим значение N.

в) для любого >n N  будет верно нера-
венство

1 1> −
ε

n  
потому, что правая часть неравенства 

1 1> −
ε

n  
и есть значение, которому присвоено N.

г) а неравенство 
1 1> −
ε

n  равносильно 

неравенству
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1
1

− −
< ε

+
n n

n
 

(это оно же, только преобразованное), т.е. 
для любого числа ε можно указать такой 
номер N, что, начиная с этого номера, все 
элементы последовательности удалены 
от 1 не более чем на ε, а значит 1 является 
пределом последовательности [8].

Пример. Известно, что

1lim 1→∞
=

+x

n
n

.

Требуется найти N для 

0,1; 0,01; 0,001ε = ε = ε = .
решение. В предыдущем примере была 

найдена функциональная зависимость меж-
ду N и ε:

1( ) 1ε = −
ε

N

а) 0,1ε = ,

1(0,1) 1 10 1 9
0,1

= − = − =N , 

т.е., начиная с 10-го номера все элементы 
последовательности отстоят от 1 не более, 
чем на 0,1.

Tо есть начиная с 100-го номера все 
элементы последовательности отстоят 
от 1 не более, чем на 0,01.

в) 0,001ε =  

1(0,001) 1 1000 1 999
0,001

= − = − =N ,

т.е., начиная с 1000-го номера все элементы 
последовательности отстоят от 1 не более, 
чем на 0,001.

Вывод: при проведении анализа эле-
ментов последовательности мы выяснили 

общий вид элементов последовательности, 
и доказали, что для любого числа ε можно 
указать такой номер N , что, начиная с этого 
номера, все элементы последовательности 
удалены от 1 не более чем на ε, а значит, 
1 является пределом последовательности.
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Данная статья посвящена изучению задач дисконтирования. Дисконтирование – это финансовый рас-
чет, который позволяет нам оценить сегодняшнюю стоимость ожидаемых будущих денежных потоков. Дис-
контирование – это процесс определения текущей стоимости денег, когда будущая стоимость их известна. 
Оно применяется для оценки денежных поступлении с позиции текущего момента. В этой статье раскры-
вается смысл дисконтирования, а также рассматриваются такие понятия как: дисконтированная стоимость, 
механизм дисконтирования, коэффициент дисконтирования, формулы дисконтирования, приводятся явные 
примеры, которые раскрывают всю сущность решения задач дисконтирования. Сама операция дисконти-
рования и ее ставка на данный момент занимают особое место в процедуре оценки денежных потоков. Во 
многих своих разделах финансовая математика опирается на задачи дисконтирования, которая позволяет 
оценить сегодняшнюю стоимость, ожидаемых будущих денежных потоков. Дисконтирование основывается 
на крылатой формуле «время-деньги».

Ключевые слова: дисконтирование, дисконтированная стоимость, коэффициент дисконтирования, механизм 
дисконтировани

THE PROBLEM OF DISCOUNTING
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This article is devoted to the study tasks of discounting. Discounting is a financial calculation that allows us 
to estimate the present value of expected future cash flows. Discounting is the process of determining the present 
value of money future value of them are known. It is used to evaluate the cash flow from the position of the moment. 
This article reveals the meaning of discounting and discusses such concepts as present value, the mechanism of 
discounting, the discount factor formula discounting, are clear examples that reveal the essence of the decision of 
tasks of discounting. The operation itself and its discount rate at this time occupy a special place in the evaluation 
of cash flows. In many sections of its financial mathematics relies on the objectives of discounting, which allows to 
estimate the present value of expected future cash flows. Discounting is based on the pithy formula «time-money».

Keywords: discounting, present value, discount factor, the mechanism of discounting

дисконтирование – это финансовый 
расчёт, позволяющий оценить сегодняш-
нюю стоимость ожидаемых будущих де-
нежных потоков. Это попытка выразить 
завтрашние деньги в сегодняшнем эквива-
ленте [5].

Фактически дисконтирование представ-
ляет собой процесс приведение будущих де-
нежных масс к их эквиваленту в настоящем.

Не правда ли, в слове дисконтирование 
слышится слово «дисконт» или по-русски 
скидка? И вправду, присмотревшись в эти-
мологию слова discount, то уже в 17 веке 
оно использовалось в значении deduction for 
early payment, что означает скидка за ран-
нюю оплату. Уже в то время людьми отме-
чалась временная стоимость денег. Следо-
вательно, допускается еще один вариант 
определения дисконтирования, как рас-
чет скидки за быструю оплату счетов. Эта 
«скидка» и является мерилом временной 
стоимости денег или time value of money [8].

Дисконтированная стоимость – это теку-
щая стоимость будущего денежного потока. 
Ее еще называют приведенной стоимостью, 
от глагола «приводить». Иначе говоря, при-
веденная стоимость – это сумма будущей 

денежной массы, приведенная к настояще-
му моменту [7].

Для вычисления приведенной к насто-
ящему моменту ценности будущих денеж-
ных масс пользуются дисконтированием. 
При этом берутся будущие количества денег 
и приводятся назад к значению на настоя-
щий день путем их уменьшения с каждым 
отчетным периодом проекта [1].

Дисконтирование служит важнейшим 
механизмом, позволяющим представлять 
финансовое положение хозяйствующего 
субъекта актуально достоверным. 

Приведем пример, возьмем два услов-
ных проекта. Эти два проекта требуют на-
чальных инвестиций в размере 500 рублей, 
а другие затраты отсутствуют. В течение 
трех лет инвестор получает в конце года до-
ход в размере 500 рублей при реализации 
проекта «А». А при реализации проекта «Б» 
он получает доход в конце первого и в конце 
второго года по 300 рублей, а в конце тре-
тьего года – 1100 руб. Он должен выбрать 
один из этих проектов.

Допустим, что инвестор определил 
ставку дисконтирования на уровне 25 % го-
довых. Текущая стоимость (NPV) проектов 
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«А» и «Б» рассчитывается следующим об-
разом:

NPV(А) = [500: (1 + 0,25)1 + 500: (1 + 
+0,25)2 + 500: (1 + + 0,25)3] – 500 = 

=476 рублей;
NPV(Б) = [300: (1 + 0,25)1 + 300: (1 + 
+0,25)2 + 1100: (1 + + 0,25)3] – 500 = 

=495,2 рублей.
где Pk – это денежные потоки за период 
с первого по последующие годы; r =25 % – 
это ставка дисконтирования; I= 500– это на-
чальные инвестиции.

Следовательно, он выберет проект «Б». 
хотя если инвестор установит ставку дис-
контирования, например, которая будет рав-
на 35 % годовых, то в этом случае текущие 
стоимости проектов «А» и «Б» будут равны 
347,9 и 333,9 рублей соответственно. В дан-
ной ситуации для инвестора проект «А» яв-
ляется наиболее выгодным.

Смысл дисконтирования заключается 
в том, что текущая цена будущих денеж-
ных масс ввиду объективных причин может 
кардинально отличаться от их номинальной 
цены. Теория цены средств гласит, что одна 
и та же сумма, которую мы выплачиваем 
в разные моменты времени, имеет разную 
цену по следующим двум причинам [3]:

1) риск неполучения;
2) возможность других инвестиций.
Приведем пример, если организация 

получила активы по обычной стоимости, 
но договорилась о значительной отсрочке 
платежа, то она фактически получила акти-
вы дешевле обычного. Но если организация 
воплотила актив со значительной отсроч-
кой оплаты, то дебиторская задолженность 
отражается не по ее номинальной цены, 
а по текущей, дисконтированной, а разница 
влияет на результаты денежных характери-
стик. Благодаря учету влияния на денежные 
характеристики временной цены средств 
увеличивается сравнимость денежной от-
четности, и она представляет больше спо-
собностей для осуществления финансового 
анализа.

Для дисконтирования денежных масс 
существует математическая формула:

PV = FV · 1/(1+R)n.
В данной формуле дисконтирования:
Future value (FV) – будущая стоимость, 

Present value (PV) – текущая (дисконтиро-
ванная/приведенная) стоимость, R – ставка 
процента (норма доходности, требуемая ин-

вестором), N – число лет от даты в будущем 
до текущего момента, 

Коэффициент, на который умножается 
будущая стоимость 1/(1+R)n называется – 
фактором дисконтирования, т.е. «коэффи-
циент, множитель» [4].

Коэффициент дисконтирования 1/(1+R)n, 
как мы видим из самой формулы, зависит 
от ставки процента и от количества пе-
риодов времени. Чтобы не вычислять его 
каждый раз по формуле дисконтирования, 
пользуются таблицей, которая показыва-
ет значения коэффициента в зависимости 
от процентной ставки и количества пери-
одов времени. Иногда она называется «та-
блица дисконтирования», хоть этот термин 
не совсем корректен [2].

Ставка дисконтирования – это процент-
ная ставка, которая используется для того 
чтобы переоценить стоимость будущего 
капитала на текущий момент. Это делается 
из-за того, что одним из фундаментальных 
законом экономики является постоянное 
обесценивание ценности (покупательной 
способности, стоимости) денег. Ставка дис-
контирования используется в инвестицион-
ном анализе, когда инвестор решает о пер-
спективе вложения в тот или иной объект. 
Для этого он будущую стоимость объекта 
инвестирования приводит к настоящей. 
Проводя анализ сопоставления, он может 
принять решение о привлекательности объ-
екта. Любая ценность объекта всегда отно-
сительна, поэтому ставка дисконтирования 
выступает тем самым базовым критерием, 
с которым производят сравнение эффектив-
ности вложения [6].

Механизм дисконтирования необходим 
для того, чтобы инвесторы имели возмож-
ность сопоставлять различные денежные по-
токи между собой при выборе альтернативных 
инвестиционных вариантов. Чтобы вложить 
деньги в инвестпроект, инвестор должен по-
лучать на него процент (R в формуле) не ниже 
требуемого им уровня. Уровень требуемого 
дохода зависит от риска этого проекта, инфля-
ции, потенциальной упущенной выгодой, свя-
занной с ожиданием и т.д. [9].

К примеру, у инвестора есть три одина-
ковых по риску инвестиционных проектов, 
для которых требуемая инвестором доход-
ность составляет 10 % годовых – проект 1, 
проект 2 и проект 3.

Проект 1 принесет 100 рублей сегод-
ня, Проект 2 – 110 рублей через год, а про-
ект  3 – 121 рубль через 2 года.

Какой из вариантов наиболее выгодный? 
Действительно ли большая сумма выгод-
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нее? Но ведь она лишь только через 2 года 
будет получена, а за это время много, что 
может произойти. Или же, лучше 100 полу-
чить сейчас?

В случае, когда мы используем значения 
из этого примера и подставим в математи-
ческую формулу, которая приведена была 
выше, то мы увидим, что все эти три про-
екта эквивалентны. Выражаясь по-другому, 
для инвесторов 100 рублей сегодня равны 
110 руб. через 1 год, и равны 121 руб. че-
рез 2 года. В этом и есть основная задача 
дисконтирования – узнать, сколько сто-
ит для инвестора некая сумма в будущем 
в деньгах настоящих. Дисконтирование ос-
новывается на крылатой формуле «время – 
деньги». Если задуматься, то эта фраза име-
ет очень глубокий смысл. Посадите яблоню 
сегодня, и через несколько лет ваша яблоня 
вырастет, и вы будете собирать яблоки в те-
чение многих лет. А если сегодня вы не по-
садите яблоню, то в будущем яблок вы так и 
не попробуете.
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Экспериментально и теоретически изучены равновесные формы свободной поверхности магнитной 
жидкости вблизи поверхности ферромагнитной пластины, помещенной в однородное внешнее магнитное 
поле. Показано, что распределение магнитной жидкости вблизи пластины зависит от соотношения размеров 
поперечного сечения пластины, а также соотношения объема магнитной жидкости, окружающей пластину, 
к объему самой пластины. Вблизи центральной части «короткой» пластины в объеме магнитной жидкости 
образуются две конусообразных полости по обе стороны пластины. Вблизи торцов «длинной» пластины 
образуются по две конусообразных полостей по обе стороны каждого торца пластины. Распределение сво-
бодной поверхности магнитной жидкости вблизи «длинной» пластины, с выполненным вдоль ее вертикаль-
ной оси симметрии отверстием, превращающим пластину в составную из двух «коротких» таково – вблизи 
поверхности этой пластины в объеме магнитной жидкости формируются уже восемь воздушных полостей. 
Образование описанных полостей наблюдаемых в экспериментах моделировалось математическими мето-
дами теории функций комплексного переменного. 

Ключевые слова: магнитная жидкость, гидростатика, гидродинамика, математическая модель
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The equilibrium forms of magnetic fluid free surface near ferromagnetic plate surface in uniform external 
magnetic field are studied experimentally and theoretically. It is shown that the distribution of the magnetic fluid 
near the plate depends on the cross section ratio dimensions of the plate and also the ratio of the magnetic fluid 
volume surrounding the plate to the volume of the plate. Two cone-shaped cavities are formed in magnetic fluid 
near the central part of the «short» plate on both sides of the plate. Two conical cavities are formed on both sides of 
the plate near the ends of the «long» plate. The distribution of the magnetic fluid surface near the «long» plate with 
the hole along its vertical axis of symmetry turning the plate into a composite of two «short» ones, is so that eight 
air cavities are formed in magnetic fluid near the plate surface. The formation of the described cavities observed in 
experiments was modeled by complex functions method.
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Ферромагнитная пластина устанавлива-
лась вертикально в немагнитной цилиндри-
ческой кювете в полюса электромагнита. 
К поверхности пластины при включенном 
магнитном поле подавались последователь-
но увеличивающиеся порции магнитной 
жидкости. Равновесные формы свободной 
поверхности магнитной жидкости регистри-
ровались фотокамерой. Намагниченность 
насыщения магнитной жидкости составляла 
20,4 кА/м, Равновесные конфигурации сво-
бодной поверхности магнитной жидкости 
изучались в зависимости от соотношения 
размеров пластины, величины приклады-
ваемого магнитного поля и для различной 
ориентации пластины по отношению к на-
правлению внешнего магнитного поля.

Для изучения изменений в поведении 
магнитной жидкости вблизи поверхности 

пластины при изменении размеров пласти-
ны проводили следующий эксперимент. 
Были изготовлены образцы пластин с оди-
наковой толщиной, высотой, но различ-
ной длины. Толщина t пластин составляла 
3 мм, высота h равнялась 15 мм. Длина L 
пластины изменилась в следующих преде-
лах: от длины L, равной толщине пласти-
ны, до размеров, когда отношение длины 
пластины к толщине было гораздо более 
одного порядка. Показано, что характер 
распределения магнитной жидкости вбли-
зи поверхности пластины существенно за-
висит от соотношения размеров пластины. 
На рис.1 представлена характерная картина 
распределения свободной поверхности маг-
нитной жидкости вблизи поверхности пла-
стины с соотношением длинны L к толщине 
t меньше 10.
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Рис. 1. Распределение свободной поверхности 
магнитной жидкости вблизи «короткой» 

пластины

мирования свободной поверхности магнит-
ной жидкости вблизи поверхности пластин 
с различным соотношением длинны к тол-
щине.

Рис. 2. Распределение свободной поверхности 
магнитной жидкости вблизи «длинной» 

пластины

Видно, что в объеме магнитной жидко-
сти, омывающей поверхности стены, обра-
зуются две воздушные полости. Полости 
представляют собой своеобразные верти-
кальные воздушные воронки, сужающиеся 
в направлен тяжести. Располагаются ворон-
ки по обе стороны пластины вдоль оси сим-
метрии плоскости пластины.

На рис.2 представлена характерная кар-
тина распределения магнитной жидкости 
вблизи поверхности пластины c соотноше-
нием длины L к толщине t: L/t ››10. Видно, 
что в объеме магнитной жидкости образу-
ются четыре воздушные полости. Воронки 
расположены симметрично относительно 
оси симметрии плоскости пластины. Одна-
ко, прилегают они не к центральной части 
поверхности пластины, а сформированы 
вблизи торцов пластины. 

При соотношении к толщине пласти-
ны порядка десяти (L/t~10) наблюдалось 
промежуточное состояние, заключающее-
ся в следующем. Две воздушные полости 
вблизи поверхности пластины, которые 
для пластины соотношением L/t ‹ 10 имели 
строгое эллипсоидальное очертание в по-
перечном сечении, теряли свою строгую 
форму. При этом с увеличением длинны 
пластины магнитная жидкости в средней 
части границы раздела жидкость-воздушная 
полость свободно подтекала к поверхности 
пластины. Это подтекание магнитной жид-
кости к поверхности пластины приводило 
к разделению изначально одной воздушной 
полости на две части, которые в свою оче-
редь смещались от центральной области 
к её торцам. Такой характер распределения 
свободной поверхности магнитной жидко-
сти наблюдался в приложенном внешнем 
магнитном поле величиной 83 кА/м. 

Изучался вопрос о влиянии величины 
внешнего магнитного поля на характер фор-

Эксперименты показали, что вблизи 
поверхности пластин с соотношением L/t ‹ 
10 во всем исследуемом интервале величи-
ны внешнего приложения магнитного поля 
образуются только две воздушные полости, 
схема расположения которых соответству-
ет приведенной на рис. 1. Вблизи поверх-
ности пластины с соотношением L/t ››10 во 
всем исследованном интервале величины 
внешнего магнитного поля образуются 
четыре воздушные полости, схема распо-
ложения которых соответствует приведен-
ной на рис.2. Вблизи поверхности пластин 
с соотношением ширины к толщине поряд-
ка десяти (исследованная пластина имела 
размеры 65×8×15 мм) с изменение вели-
чины внешнего магнитного поля наблю-
далась следующая картина распределения 
свободной поверхности магнитной жидко-
сти. В большом поле (H~10² кА/м) вблизи 
поверхности пластины образовались четы-
ре воздушные полости в соответствии со 
схемой, приведенной на рис.  2.  В магнит-
ном поле величиной H~10² кА/м магнитная 
жидкость, свободно поле омывающая цен-
тральную часть поверхности пластины, от-
текала от поверхности пластины. При этом 
четыре полости правильной геометриче-
ской формы объединялись в две полости 
с несформировавшимися границами. Нако-
нец, в полях величиной H~10² кА/м вбли-
зи поверхности пластины формировались 
две воздушные полости, расположенные 
в соответствии со схемой, приведенной 
на рис. 1.  Полости имели эллипсоидаль-
ную форму в поперечном сечении, нося-
щую устойчивый характер. 
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Изучался вопрос влияния высоты пла-

стины на характер формирования воздуш-
ных полостей в магнитной жидкости вблизи 
поверхности пластины. В пределах иссле-
дованных высот пластины (от высоты, рав-
ной толщине пластины, до высоты, на по-
рядок превышающей толщину пластины) 
характер образования воздушных полостей, 
описанный выше, не изменялся.

градиенты магнитного поля, направленные 
к полюсам (торцам) пластины, что вызы-
вает действие пондеромотpных сил на маг-
нитную жидкость. Пондеромоторные силы 
оттягивают жидкость от центрально и части 
плоскостей пластины к ее торцам и приво-
дят к возникновению вблизи этих областей 
пластины двух полостей в объеме магнитной 
жидкости, омывающей пластину. В случае 
пластин с соотношением L/t ››10 градиенты 
магнитного поля возникают лишь в непо-
средственной близости к торцам пластины. 
Однородное магнитное поле в центральной 
области плоскостей пластины позволяет 
магнитной жидкости свободно омывать эту 
часть поверхности пластины, что и вызы-
вает образование четырех воздушных по-
лостей вблизи торцов пластины и к свобод-
ному омыванию жидкостью основной части 
поверхности плоскостей пластины.

Дается объяснение причине возникно-
вения восьми воздушных полостей вблизи 
пластины с отверстием. Отверстие диаме-
тром, сравнимым с толщиной пластины, 
фактически разрезает ее на две равные 
половины. Каждая половина пластины 
во внешнем магнитном поле представля-
ет собой плоский диполь с характеристик  
L/t ››10. Поэтому магнитная жидкость, омы-
вающая поверхности спаренных плоских 
диполей, отстоящих друг от друга на рас-
стоянии, равном диаметру отверстия вблизи 
каждого из них ведет себя таким же обра-
зом, как и вблизи поверхности одинарной 
пластины с соотношением L/t ››10. Это об-
стоятельство и приводит к образованию уже 
не четырёх, а восьми воздушных полотей 
в объёме магнитной жидкости, омывающей 
поверхности пластины.

Проводился анализ влияния ориентации 
пластины по отношению к направлению 
внешнего приложенного магнитного поля 
на характер формирования воздушных по-
лостей в объеме магнитной жидкости вбли-
зи поверхности пластины. Эксперименты 
показали, что при расположении плоскости 
пластины под углом 45º по отношению к на-
правлению внешнего приложенного магнит-
ного поля в объеме магнитной жидкости, 
омывающей пластину, возникает только две 
полости во всем исследованном интервале 
соотношений длины к толщине пластины. 
Расположены эти полости у торцов пласти-
ны по одной на каждую плоскость (сторону) 
пластины. 

Дается объяснение этому явлению. 
При повороте плоскости пластины по от-
ношению к направлению внешнего магнит-

Рис. 3. Распределение свободной поверхности 
магнитной жидкости с отверстием

Вышеизложенные измерения проводи-
лись на сплошной ферромагнитной пласти-
не. Эксперименты показали, что нарушение 
сплошности пластины может существенно 
изменить характер формирования воздуш-
ных полостей вблизи поверхности пласти-
ны. В пластине размерами равными 70x 
3 x35 мм, было проделано отверстие диа-
метром 1,2 мм. Отверстие было выполне-
но вдоль оси симметрии пластины. Осевая 
линия цилиндрического отверстия рас-
полагалась параллельно плоскостям пла-
стины. Картина распределения свободной 
поверхности магнитной жидкости вблизи 
поверхности такой пластины представлена 
на рис. 3.  Видно, что вблизи поверхности 
этой пластины в объеме магнитной жидко-
сти формируются уже восемь воздушных 
полостей.

Для выяснения физической картины на-
блюдаемых явлений проводились экспери-
менты по моделированию распределения 
силовых линий магнитного поля вблизи по-
верхности пластины. Для визуализации си-
ловых линий магнитного поля применялись 
магниточувствительные эмульсии, пред-
ставляющие собой мелкодисперсную взвесь 
капель магнитной жидкости в прозрачном 
наполнителе. Эксперименты показали, что 
для пластины с соотношением L/t < 10 вбли-
зи плоскостей пластины действуют большие 



41

  МЕЖДУНАРОДНЫЙ СТУДЕНЧЕСКИЙ НАУЧНЫЙ ВЕСТНИК № 3, 2018   

 ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
ного поля на угол 45º происходит уменьше-
ние длины плоского диполя, отсчитанной 
вдоль направления приложенного внешнего 
магнитного поля. Это оказывается равно-
значным уменьшению соотношения длины 
к толщине пластины.

Проводился теоретический анализ фор-
мы свободной поверхности магнитной 
жидкости вблизи поверхности пластины. 
Магнитное поле H пластины с бесконечной 
магнитной проницаемостью во внешнем 
однородном параллельном пластине маг-
нитном поле Нₒ, как обычно, определяется 
из выражения
 H = ∆ϕ . (1)

Потенциал магнитного поля φ может 
быть представлен в виде вещественной ча-
сти комплексной функции Ф, то есть как 
φ=ReФ. Используя функцию Жуковского 
для конформного преобразования, функцию 
Ф запишем в виде:

 0 1² 1
2 ² 1

H L z z
z z

 Φ = + − − + − 
  (2)

Здесь z= x + iy; L – длина нластины.
Условие равновесия свободной поверх-

ности магнитной жидкости задается урав-
нением 
 ( ) 0p M H−∇ + ∇ = . (3)

Здесь р – давление; М – намагничен-
ность магнитной жидкости. Силой тяжести 
пренебрегается.

Условия непрерывности нормальной 
компоненты тензора напряжений свободной 
поверхности магнитной 0сти приводит к со-
отношению
 2a np p M− = π . (4)

Здесь p – давление в магнитной жидко-
сти, pa – давление воздуха, Mn – нормальная 
компонента намагниченности на свободной 
поверхности магнитной жидкости. Поверх-
ностное натяжение не учитывается. 

Из соотношений (3) и (4) следует, что 
на свободной поверхности магнитной жид-
кости выполняется условие 

 2

0
2 const  

H

nMdH M+ π =∫ . (5)

Если намагниченность жидкости Mn 
мала по сравнению с внешним полем H0 вто-
рым слагаемым в формуле (5) можно прене-
бречь по сравнению с первым. В результате, 
в этом приближении линии свободной по-
верхности магнитной жидкости совпадают 
с линиями постоянства модуля напряженно-
сти магнитного поля. В результате диффе-
ренцирования по формуле (1) для квадрата 
модуля магнитного поля пластины получим 
выражение

 
( )

2 2

22 2 2 2 2
 ² const 

1 4

x yH
x y x y

+
= =

− − +
 (6)

Рис. 4. Графики распределения границ раздела магнитная – немагнитная среда 
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На рис. 4 изображены линии постоян-

ства модуля поля  H , описываемые фор-
мулой (6). Расположение кривых 1–5, окру-
жающих симметрично два торца пластины, 
соответствует расположению свободной 
поверхности малых объемов магнитной 
жидкости вблизи поверхности пластины, 
наблюдаемых в экспериментах с пластина-
ми при соотношении L/t ‹10.  Последующие 
кривые на рис. 4 соответствуют эксперимен-
тально наблюдаемому распределению сво-
бодной поверхности магнитной жидкости 
при больших объемах магнитной жидкости, 
заполнявшей кювету и окружающей по-
верхность пластины. Эти кривые описыва-
ют воздушные полости вблизи центральной 
части поверхности пластины. Воздушные 
полости, как следует из рис. 4, уменьшают-
ся в объеме с увеличением объема магнит-
ной жидкости, окружающей поверхность 
пластины. Константу уравнения (6), таким 
образом, можно интерпретировать как вели-
чину, связанную с объемом магнитной жид-
кости. Расчеты показывают, что уменьше-
ние константы уравнения (6) соответствует 
увеличению объема магнитной жидкости. 

Таким образом, экспериментально и те-
оретически показано, что распределение 
намагничивающейся жидкости вблизи по-
верхности магнитной пластины происходит 
по следующему закону. У центра «корот-
кой» пластины в объеме магнитной жидко-

сти формируется воздушная полость кону-
сообразно сужающаяся в направлении силы 
тяжести с обоих сторон пластины. Вблизи 
поверхности «длинной» пластины образо-
вание подобных полостей происходит у тор-
цов по обе стороны пластины. Некоторые 
из обсуждаемых здесь вопросах рассматри-
вались в статьях [1…8]. 

Выражаем благодарность РФФИ за финан-
совую поддержку (Грант № 17–01–00037).
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В статье рассмотрено применение экономико-математических методов в экономических расчетах 
при решении многовариантных заданий, для расширения возможностей анализа сложных проблем социаль-
но-экономического развития. Для облегчения действий в расчетах при решении экономических задач при-
меняют ЭВМ, которая значительно облегчает вычисление. Авторы указывают на то, что для решения задач 
в конъюктурно-экономической работе применяются многоцелевые экономические методы. При этом при-
менение способа факторного, взаимосвязанного и регрессивного анализа и автоматизированных расчётов 
стоимости на машинно-техническую продукцию и при исследовании мониторингов является особо важным 
моментом при решении экономических задач. Применение современных экономико-математических мето-
дов и электронно-вычислительной техники решает задачи производства и потребления, например, нефте-
продуктов каждого НПЗ. При разработке проектов и плановых решений вместо применения современных 
методов, и их обоснований в действующих предприятиях чаще всего применяются традиционные экономи-
ко-математические методы. Однако они уже недостаточны для обеспечения эффективного и сбалансирован-
ного развития деятельности предприятия. Наряду с традиционными экономико-математическими методами 
планирования применяются современные методы, такие как, например, методы математической статистики, 
математического программирования, образовывая экономико-математическую модель исследования.

Ключевые слова: экономико-математические методы, экономические процессы, математический анализ, 
методы математической статистики, итерация.
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The article deals with the application of economic-mathematical methods in economic calculations in the 
solution of multivariate tasks, for expanding the possibilities of analyzing complex problems of socio-economic 
development. To simplify the actions in the calculations when solving economic problems, computers are used, 
which greatly facilitates the calculation. The authors point out that multi-purpose economic methods are used to 
solve problems in conjuncture and economic work. At the same time, the use of the method of factorial, interrelated 
and regressive analysis and automated cost calculations for machine-technical products and monitoring studies is a 
particularly important moment in solving economic problems. The application of modern economic-mathematical 
methods and computer technology solves the problems of production and consumption, for example, of oil products 
of each refinery. In the development of projects and planning solutions, instead of applying modern methods and 
their justifications, in existing enterprises, traditional economic and mathematical methods are most often used. 
However, they are already insufficient to ensure an efficient and balanced development of the enterprise. Along 
with traditional economic and mathematical methods of planning, modern methods are used, such as, for example, 
methods of mathematical statistics, mathematical programming, forming an economic-mathematical model of 
research.

Keywords: economic-mathematical methods, economic processes, mathematical analysis, methods of mathematical 
statistics, iteration

Математические методы в последнее 
время используются с целью управления, 
планирования, бухгалтерского учёта, стати-
стики, экономического анализа. Для реше-
ния множества экономических, инженерных 
заданий на практике возможно лишь приме-
нение математического программирования 
и моделирования, но невозможно без ис-
пользования счётной техники. В решении 
сложных экономических задач на помощь 
пришло применение сконструированное, 
быстродействующее ЭВМ.

Экономико-математические методы – 
это новейшее научное течение, применяе-
мое при решении многовариантных зада-
ний, для расширения возможностей анализа 
сложных проблем социально-экономиче-

ского развития, которые значительно облег-
чают разработку планов. ЭВМ существенно 
меняет технологию планирования, рабо-
тая только по точно заданным схемам рас-
четов, алгоритмам. На основе алгоритмов 
разрабатываются математические модели 
процессов, которые являются условием вне-
дрения кибернетики в народное хозяйство. 
Математический анализ экономики в срав-
нении с применением математики в физике 
или технике значительно труднее и требует 
аналогичного решения исследования наибо-
лее подходящих математических методов. 
Для ЭВМ всегда используется метод эври-
стического решения. Расчётную формулу 
или исходные данные разделяют так, чтобы 
задание было из элементарных операций, 
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которые машина в установленной последо-
вательности будет воплощать [1].

Для решения задач в конъюктурно-эко-
номической работе применяются многоце-
левые экономические методы. В данном от-
ношении показательно применение способа 
факторного, взаимосвязанного и регрессив-
ного анализа и автоматизированных рас-
чётов стоимости на машинно-техническую 
продукцию и при исследовании монито-
рингов. Структура данной операции показа-
ла трудность в раскрытии этапов процесса 
принятия решений. Процедура умозаклю-
чительного обоснования принятия решений 
предполагает собой общее единство. Транс-
формация содержания одного этапа согласо-
вывается с другими стадиями и их связями 
между собой [3].

При использовании математических ме-
тодов этот факт зачастую отсутствует. Ре-
зультат математического метода стремятся 
показать как решение конкретной управлен-
ческой задачи, несмотря на то, что он яв-
ляется одним из этапов процесса принятия 
решения из двенадцати существующих. Это 
вызвано общим рассмотрением всех этапов 
решения управленческой задачи. Во избе-
жание недостатков чётко разграничивается 
место и роль каждого отдельного метода.

В СССР в 1970–1990 гг. существовало 
достаточное количество моделей, нацелен-
ных на разрешение оптимизационных задач 
надёжности с целью долгосрочного станов-
ления трудоемких электроэнергетических 
систем. Для решения надёжности электро-
энергетических систем была достаточная 
степень развития вычислительной техни-
ки и в их управлении применялись упро-
щённые инженерные методики. Данная, 
непосредственным способом отражалась 
в правдивости, получаемых показателей на-
дёжности и принимаемых на этой базе про-
ектных выводов. В современности широко 
применяются персональные компьютеры, 
улучшающие роль математических методов 
в решении задач по надёжности ЭЭС в их 
управлении и отменяющие практическое 
применение инженерных методик. 

В сфере бизнеса, в ситуациях неопреде-
лённости Г. Маркович сосредоточил внима-
ние и применил математику и компьютер-
ную технику в решении практических задач 
в экономике. Он вёл сотрудничество с эко-
номистами РЭНД Корпорэйшн, а также раз-
работал приложение методов математики 
к анализу фондовых рынков. Проделав мас-
штабную работу, которая стала его диссер-
тацией, написанная в 1950 г. Гарри Марко-

вич стал одним из родоначальников теории 
финансов, которая явилась развитием в си-
стеме экономической науки, в дальнейшем 
ставшей практической основой финансово-
го управления фирмой. [5]

Сущность концепции, участвующая 
в приведённом установлении под именем 
организационных, и их единые матема-
тические модели обретают применение 
не только при решении производственных 
и финансовых вопросов, но и в биологии, 
социологических изучениях и иных практи-
ческих областях. Главными отличительны-
ми свойствами автоматизированной систе-
мы управления считается осуществление 
планово-финансовых расчетов с примене-
нием экономико-математических методов, 
с поддержкой которых формируется единая 
формальная модель управления объектом.

Производится постоянная математиче-
ская подготовка альтернатив возможных 
решений, но принятие конечного решения 
остается за человеком. Конкретные функ-
ции управления имеют все шансы реализо-
ваться в автоматическом режиме, то есть без 
участия человека. Это значительно упро-
щает составление плана материально-тех-
нического обеспечения с использованием 
экономико-математических методов в рам-
ках отдельной организации. При наличии 
утверждённого плана производства продук-
ции на предприятии, а также составление 
плана снабжения, существует норма расхода 
материальных ресурсов, нормативы для ви-
дов производственных запасов, сводимых 
к решению автономных планово-экономи-
ческих задач, методом умножения, измере-
ния, методом сортировки и т.д.

Для изменения показателей в условиях 
автоматизированной системы плановых рас-
четов с помощью экономико-математиче-
ских методов ЭВМ появляется вероятность 
отражения разных сторон хозяйственной 
и социальной деятельности, шире диапа-
зон расчётов степеней и норм применения 
материальных, трудовых и финансовых 
ресурсов. Увеличение задач планирования 
решенных в автоматизированном режи-
ме усложняет методы их решения, а также 
увеличивает требования к объему применя-
емых данных и составу расчётных показа-
телей. А те показатели, которые не исполь-
зуются в решении планово-экономических 
задач, выявляются и при возможности ис-
ключаются из плановой и отчетной доку-
ментации. [7]

Для того чтобы применить модели 
к внедрению, которые позволят выполнять 
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расчёты без участия автора-создателя, не-
обходимо снабжение методическими указа-
ниями и инструкциями, которые позволяют 
пользователю без помощи других устанав-
ливать ее на решение определенной задачи. 
При эксплуатации в первой очереди АСПР 
рассматривалась документация, считавша-
яся обязательным условием сдачи матери-
ального снабжения. В состав этих групп 
входили представители отделов Госплана. 
Из собранного ими навыка уделялся осо-
бый интерес формированию второй очереди 
АСПР к технической технологичности вне-
дряемых задач. 

Автоматизируемые планово-экономиче-
ские задачи относились к задачам прямой 
обработки данных, не требующих приме-
нения специальных математических мето-
дов решения. Экономико-математические 
модели, в которых используются методы 
матричной алгебры, линейного программи-
рования, математической статистики и др., 
задача прямой обработки данных происхо-
дят на ЭВМ больших объемов информации 
при помощи простейших алгоритмов, а так-
же преобразований по элементарным фор-
мулам [1].

Применение современных экономико-
математических методов и электронно-вы-
числительной техники решает задачи про-
изводства и потребления нефтепродуктов 
каждого НПЗ. Для этого необходимо уточ-
нение математической модели решения 
и разработки некоторых методологических 
вопросов, точная методика определения 
технико-экономических показателей и дру-
гих задач, без которых невозможна оптими-
зация. При анализе выявлено, что при раз-
работке проектов и плановых решений 
вместо применения современных методов, 
и их обоснований в действующих предпри-
ятиях чаще всего применяются традицион-
ные методы. Традиционные методы в но-
вых рыночных условиях уже недостаточны, 
для того чтобы обеспечить эффективное 
и сбалансированное развитие деятельно-
сти предприятия. Наряду с традиционны-
ми методами планирования применяются 
современные методы, так как необходимо 
совершенствование технологий планиро-
вания и это является важным направлени-
ем. Для научных и практических выводов 
основой являются экономические задачи, 
решаемые методами математической ста-
тистики систематической и обработанной 
к использованию данных. Очень важным 
элементом для экономического исследова-
ния является анализ и построение взаимос-

вязей экономических переменных, которые 
осложнены тем, что они не являются стро-
гими функциональными зависимостями. 
В данных обстоятельствах математическая 
статистика дает возможность конструиро-
вать экономические модели и проводить 
оценку их параметров, исследовать их ги-
потезы о свойствах экономических показа-
телей, их взаимосвязи, что в итоге служит 
базой для экономического анализа и моде-
лирования, формируя вероятность с целью 
принятия аргументируемых экономических 
решений. На статистические исследования 
вероятно-случайных явлений влияет теория 
вероятностей [1].

С целью решения аналогичных задач ве-
роятно употребление специальных компью-
терных систем и финансового экономиче-
ского моделирования. В ходе формирования 
бизнес-плана широко используются эко-
номико-математические методы. Качество 
бизнес-планов усовершенствуется вслед-
ствие правильного подбора и результатив-
ного применения компьютерных программ.

Итерация – это повторное применение 
математической операции при решении 
вычислительных задач для постепенного 
приближения к нужному результату. Чем 
меньше пересчетов, тем быстрее сходится 
алгоритм. При рассмотрении с точки зрения 
необходимости и возможности применения 
математических методов в аналитических 
целях решена проблема соединения теории 
принятия управленческих решений с ана-
лизом хозяйственной деятельности. На слу-
чай, если при решении новейших, мало ре-
шенных проблем, математические методы 
способны сыграть незначительную роль, то 
при структурируемых проблемах анализа 
хозяйственной деятельности, раскрывается 
потенциал исследования значимости и роли 
абсолютно всех экономико-математических 
методов. Такой метод изучения в комбина-
ции с классическими методами содержа-
тельного анализа обязан реализовать теоре-
тическую и практическую задачу. Для того, 
чтобы иметь возможность получать не-
предвзятую картину становления общества 
и ускорить достоверность и подлинность 
выводов социально-экономических иссле-
дований к точности и правдивости в выво-
дах естественных наук, необходимо обшир-
нее вовлекать инновационные формальные, 
количественные методы в интересах изуче-
ния и моделирования социально-экономи-
ческих процессов.

Те задачи, при решении которых нет про-
тиворечий, успешно решаются методами, 
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описанными ранее. Если возникают пробле-
мы при решении, то методы, изложенные 
выше недостаточны. Приходится прибегать 
к дополнительным подходам, с примене-
нием математической дисциплины – тео-
рии игр. Французский математик Э.Борель 
в 20-х годах XX века первым раскрыл круг 
этих вопросов при исследовании. Но огром-
ный интерес данные работы не привлекли 
и принято считать появлением на свет те-
ории игр 1944 год, когда была выпущена 
книга Д. фон Неймана и О. Моргенштерна, 
базирующаяся на ранней работе Неймана. 
Её развитие способствовало изучению раз-
личных военных, а также экономических за-
дач во время второй Мировой войны и в по-
слевоенный период. На счету теории игр 
к настоящему времени сделано большое ко-
личество решенных трудных и немаловаж-
ных задач. Возможно произвести подсчет 
результативности использования приборов, 
которые не применяются в качестве средств 
труда в технологических процессах. С це-
лью излечения результатов примем в каче-
стве образца счётно-решающие приборы, 
производящие математические операции. 
Сфера использования счётно-решающих 
устройств в технике многообразна. В одном 
случае современные ЭВМ могут решать за-
дания существенно быстрее, в другом слу-
чае они могут оперативно давать числовые 
решения дифференциальных уравнений, 
которые невозможно решить иными спосо-
бами [4].

Приборы стимулируют развитие таких 
сфер математики, где вероятность исполь-
зования простых методов анализа ограниче-
на. Присутствие технологических ограниче-
ний, ограничений материальных ресурсов 
предоставят максимальный финансовый ре-

зультат. Данная постановка задач решается 
на ЭВМ с помощью математического про-
граммирования, образовывая экономико-ма-
тематическую модель исследования.

Впервые технология DEA – Data 
Envelopment Analysis была предложена 
в 1978 году для анализа деятельности фирм. 
В этой технологии используются достиже-
ния в области математического программи-
рования, теории и методов решения задач 
оптимизации, а также современные средства 
программного обеспечения. Чтобы исполь-
зовать технологию DEA-Data Envelopment 
Analysis для подземных хранилищ газа, 
месторождений, насосных станций, ком-
прессорных и других объектов нефтяной 
и газовой промышленности, необходима 
оценка и сравнительный финансово-эконо-
мический анализ для дальнейшего развития 
и применения в нашей стране.
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ПриМенение диФФеренциаЛьнЫх УраВнениЙ В реШениЙ 
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В данной статье мы рассмотрим на конкретных примерах применения дифференциального уравнения 
первого и второго порядка в решении задач по физике. Очень часто в дифференциальное уравнение входят 
производные функции, а иногда и сама функция, а также независимая переменная и параметры. Так же поря-
док производных в уравнении может быт хаотичен и могут существовать такие уравнения, в которых и вовсе 
отсутствуют производные функции, параметры и независимые переменные. Но в любом уравнении должна 
присутствовать хотя бы одна производная функция. Но не любое уравнение, которое содержит в себе произ-
водные неизвестной функции, будет являться дифференциальным уравнением. Главным отличием диффе-
ренциальных уравнений от алгебраических является, то что мы ищем не число, а функцию.

Ключевые слова: математика, физика, дифференциальные уравнения, условие, применение

APPLICATION OF DIFFERENTIAL EQUATIONS TO SOLUTIONS  
OF PHYSICS PROBLEMS

Bogomolov A.A., Zhukov D.A.
Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: inf@stgau.ru

In this article, we will look at specific examples of applications of first-order and second-order differential 
equations in solving problems in physics. Very often, the differential equation includes derivative functions, and 
sometimes the function itself, as well as the independent variable and parameters. Similarly, the order of the 
derivatives in the equation can be chaotic and there can exist equations in which there are no derivative functions, 
parameters and independent variables. But in any equation there must be at least one derived function. But not every 
equation that contains the derivatives of an unknown function will be a differential equation. The main difference 
between differential and algebraic equations is that we are looking for a function rather than a number.

Keywords: mathematics, physics, differential equations, the condition of the application

Большинство задач по физике приводят 
к необходимости решения дифференциаль-
ных уравнений. Это можно объяснить тем, 
что многие физические законы являются 
дифференциальными уравнениями, относи-
тельно некоторых функций, которые харак-
теризуют эти процессы. Физические законы 
представляют собой теоретическое обоб-
щение многих экспериментов и описывают 
эволюцию искомых величин, как в про-
странстве, ток и во времени. К примеру вто-
рой закон Ньютона является дифференци-
альным уравнением второго порядка [3, 6]:

( )
2

2

* , ,d rm F r v t
dt

= .

Учитывая огромную важность диффе-
ренциальных уравнений в общей и теоре-
тической физики, рассмотрим основные по-
нятия и приёмы интегрирования некоторых 
видов, которые часто встречаются в задачах.

Дифференциальное уравнение – это 
уравнение, которое помимо независимых 
переменных и неизвестных функции дан-
ных переменных, содержит ещё и произво-
дные неизвестных функции [1, 4].

Наивысший порядок производных не-
известной функции, входящих в дифферен-

циальное уравнение называется порядком 
дифференциального уравнения.

Дифференциальным уравнением 1-го 
порядка называется уравнение, которое свя-
зывает независимую переменную, искомую 
функцию и её производную 1-го порядка [2].

Для составления дифференциальных 
уравнении часто применяют эти способы:

1) Записать условие на производную 
искомой величины, используя известные 
законы физики и физический смысл произ-
водной;

2) Определить, какая их величин будет 
независимой переменной, а какая зависимой;

3) Затем находят линейное приближе-
ние для приращения Dy, когда независимая 
величина переменная получила прираще-
ние Dx;

4) Разделив Dy на Dx и переходя к преде-
лу при 0xD → , получают дифференциаль-
ное уравнение.

Рассмотрим конкретный пример приме-
нения дифференциального уравнения 1–го 
порядка:

Чаша в форме параболоида враще-
ния в начальный момент заполнена водой. 
В самой нижней части чаши имеется от-
верстие радиуса r1, через которое вытекает 
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вода. Найти зависимость ( )h t  уровня воды 
в чаше от времени, если известно, что высо-
та чаши H, радиус верхнего края R. За какой 
промежуток времени t из чаши вытечет вся 
вода?

Решение.
Зависимость между уровнемhводы 

и в чаше и радиусом r горизонтальной по-
верхности воды имеет вид

2
2

Hh r
R

= .

Пусть за промежуток времени ( ); tt t D+  
уровень воды изменится на Dh, тогда изме-
нение объёма воды в чаше

 
2

2 RDV pr Dh p hDh
H

= = . (1)

С другой стороны, это изменение равно

 2 2
1 10,6 2DV vpr Dt gh pr Dt= − = − , (2)

где 0,6 2v gh=  – скорость истечения 
воды из отверстия.

Приравнивая уравнения (1) и (2) и пере-
ходя к пределу при 0tD → , получим диф-
ференциальное уравнение

 
2

2
10,6 2R hdh ghr Dt

H
= − . (3)

После разделения переменных в 3 и ин-
тегрирования, имеем:

 
2

1,5 2
1

2 0,6 2
3
R h gr t C
H

= − + . (4)

Найдём константу С из начальных усло-
вий. Так как ( )0h H= , то

2
1,52

3
RC H
H

= , 

поэтому уравнение 4 будет иметь вид

 ( )
2

1,5 1,5 2
1

2 0,6 2
3
R H h gr t
H

− = . (5)

Выражая h из формулы 5, получим ис-
комую зависимость:

( )
2

1,5 1
20,9 2 Hr th t cH g

R
= − .

Поскольку ( )1 0h t = , то из 5 найдём 
время, за которое вытечет вся вода:

2

1 2
10,9 2

R Ht
gr

= .

Дифференциальное уравнение 2–го по-
рядка – это уравнение, в которое входят не-
зависимая переменная, неизвестная функ-
ция, первая и вторая производные этой 
функции.

Рассмотрим пример задачи, который при-
водит к решению линейного однородного 
дифференциального уравнения 2-го порядка. 

Тело массы 5 кг подвешено к концу пру-
жины жёсткости 20 Н/м и помещено в вязкую 
среду. Период его колебаний в этом случае 
равен 10 с. Найти постоянную демпфирова-
ния, логарифмический декремент колебаний 
и период свободных колебаний [5].

Решение. Выберем начало координат 
в положении статического равновесия тела 
и расставим силы, действующие на тело 
в процессе колебаний. Если АВ обозначает 
длину не растянутой пружины, то отрезок 
ОВ представляет статическое удлинение 
пружины под действием силы тяжести. 

По закону Гука 

mg kOB= . 
Записываем второй закон Ньютона: 

óï ð cma F F mg= + +
 

 

.
Проектируем это равенство на ось Ох, 

учитывая, что

( ),xc x xynpF av ax F k x OB= − = − = − + .
В результате получим уравнение коле-

баний

( )mx ax k x OB mg ax kx= − − + + = − −   

или  2
02 0x nx x+ +ω =  , (1)

где 
2
an
m

= ; 2
0

k
m

ω = .
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Уравнение (1) – это дифференциальное 

уравнение второго порядка.
Составляем характеристическое уравнение:

 2 2
02 0r nr+ +ω = . (2)

Вычисляем дискриминант уравнения (2):
 2 2

0D n= −ω . (3)
Поскольку в данном случае движение 

тела носит колебательный характер, то его 
координата должна изменяться по гармони-
ческому закону.

 ( ) ( )( )1 2cos sintx e C t C t−λ= ω + ω  (4)

В случае отсутствия затухания, 0ω = ω , 
и тело совершает свободные колебания с пе-
риодом

 
0 2 2

0

2 2T
n

π π
= =
ω ω −

.

Выражаем отсюда

 
2

2
0

2n
T
π = ω − 

 
, 

и определяем постоянную деформирования  a:

2
2
0

22 2a mn m
T
π = = ω − 

 
.

Подставляя данный задачи, получим ответ
a=19 (Н∙с)/м.

Логарифмический декремент затухания 
есть натуральный логарифм отношения 
двух последовательных амплитуд, 

2
Tn∆ = . 

Вычисляя n и подставляя значение T, по-
лучим 

9,5∆ = .
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ПриМенение ЭЛеМенТоВ Теории ВероЯТноСТи  
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Рассмотрены методы решения задач в электроэнергетике посредством теории вероятности с помощью 
модели « случайное событие», классификация случайных событий, законы вероятностей случайных собы-
тий. Обзорно рассмотрены противоположные события и полная группа событий на примере вероятности 
отказа роботы электрической цепи и нахождении его безотказной работы через полную группу событий. 
Приведено определение тории вероятностей как математической науки изучающей закономерности су-
ществующей реальности. Так же на примере отсутствия напряжения на шинах низкого напряжения (НН) 
при наличии его на шинах источника питания и нормальной работы всех элементов схемы рассмотрено 
событие, которое не может произойти в результате опыта. Определена вероятность перерыва электроснаб-
жения двумя способами: по теорема сложения для совместных событий и через противоположные события. 

Ключевые слова: теория вероятности, электроэнергетика, случайное событие.

THE USE OF ELEMENTS OF PROBABILITY THEORY IN POWER SYSTEMS
Borodin S.V., Kaitov R.M.

Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: inf@stgau.ru

The methods of solution of tasks in the power industry by probability theory using the model of a «random 
event», the classification of random events, laws of probability random events. The review considered the opposite 
of the event and complete group of events-for example, the probability of failure robots electrical circuit and finding 
its trouble-free operation through the full group of events. Given the definition of the theory of probability as a 
mathematical science studying the patterns of the existing reality. As the example of the lack of voltage on the 
busbars of low voltage (LV) if it is available at tyre power source and normal operation of all elements of the scheme 
is considered an event that may not occur as a result of experience. Determined the probability of interruption of 
electricity supply in two ways: via the addition theorem for joint events and through the opposite event. 

Keywords: probability theory, power generation, a random event

Случайность отражает объективно Тео-
рия вероятностей – это математическая на-
ука, изучающая закономерности существу-
ющей реальности, которая находится под 
воздействием бесчисленного множества 
взаимосвязанных факторов, не поддающих-
ся учету [3, 8].

Рассмотрим значение термина «случай-
ный» применительно к явлениям, событи-
ям, величинам и функциям.

Под случайным явлением понимается 
такое явление, которое при неоднократно-
сти воспроизведении одного и того же опыта 
происходит каждый раз по иному. В систе-
мах электроснабжения случайные явления – 
это, как правило, процессы изменения вели-
чин, характеризующих параметры режима: 
тока I(t), напряжения U(t), активной мощно-
сти P(t), реактивной мощности Q(t), проис-
ходящие во времени. Всякое осуществление 
определенных условий и действий, при ко-
торых наблюдается изучаемое случайное 
явление, называется опытом [5].

Например: фиксация по счетчикам ак-
тивной энергии через равные промежутки 
времени t дискретных значений мощности 
P в наиболее загруженную смену или в пе-
риод зимних (летних) рабочих суток.

Результаты опытов – это фиксированные 
последовательности дискретных значений 
мощности (P) группы работающих электро-
приемников (см. рис. 1). Каждое событие, 
происходящее в окружающем мире, являет-
ся результатом воздействия большого числа 
других событий, влияющих на возможность 
возникновения данного [1].

Рис. 1. Последовательность дискретных 
значений мощности группы ЭП
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Случайным называют событие, которое 

в данных конкретных условиях может про-
изойти или не произойти. Примером таких 
событий является состояние электроприем-
ника – включенное или отключенное. До-
стоверное событие – это событие, которое 
в результате опытов обязательно произой-
дет [4, 7].

Например: наличие напряжения на ши-
нах силового трансформатора при нормаль-
но работающей системе электроснабжения 
(см. рис. 2) [9].

Рассмотрим противоположные события. 
События А и В называются противополож-
ными, если они являются несовместимыми 
и образуют полную группу событий. Если 
происходит событие A, то не происходит со-
бытие B в полной группе событий, и наобо-
рот [2].

Что же такое полная группа событий? 
С этим важным понятием теории вероятно-
стей в электроэнергетике встречаются до-
вольно часто.

Рис. 2. Схема электроснабжения

Вероятность появления такого события, 
назовем его событием А, равна 1:

p(A) = 1.
Невозможное событие – это событие, 

которое не может произойти в результате 
опыта. Примером является отсутствие на-
пряжения на шинах низкого напряжения 
(НН), то есть U2=0, при наличии его на ши-
нах источника питания и нормальной рабо-
ты всех элементов схемы (рис. 1); одновре-
менный отказ и работа электроприемника. 
Вероятность появления невозможного со-
бытия равна нулю:

р(А) = 0.
Только на основании большого числа 

опытов наблюдающий может установить 
является событие случайным, достоверным 
или невозможным.

Случайные события А1, А2,…, Аn образу-
ют полную группу событий, если в резуль-
тате опыта обязательно появится хотя бы 
одно из них. Сумма вероятностей случай-
ных событий, составляющих полную груп-
пу событий, равна 1 [6]:
 р(А)=р(А1)+ р(А2)+ р(А3)+…+ р(Аn)=1. (1)

Отсюда, сумма вероятностей противо-
положных событий А и В равна 1:
 р(А) + р(В) =1.  (2)

Например, зная вероятность отказа эле-
мента электрической цепи q(t), можно найти 
вероятность его безотказной работы p(t), т. 
к. отказ и работа – противоположные слу-
чайные события:
 p(t)=1– q(t).  (3)

Задача. Определить вероятность пере-
рыва электроснабжения в схеме, показанной 
на рис. 3.

Рис. 3. Схема электропередачи
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Известны вероятности отказов элемен-

тов схемы:

Определим вероятности безотказной ра-
боты каждого элемента схемы как противо-
положное событие:

 

5
T1 T11 1 5 10 0,99995;p q −= − = − ⋅ =

5
T2 T21 1 4 10 0,99996.p q −= − = − ⋅ =

Эту задачу можно решить двумя спосо-
бами: по теореме сложения для совместных 
событий (I способ) и через противополож-
ные события (II способ).

I Способ
Одновременно могут отказать и один, 

и любые два, и любые три, и четыре элемен-
та, поэтому вероятность перерыва в элек-
троснабжении будет:

Подставляем вместо вероятностей отка-
зов их значения, получим:

30,00408546 4,08546 10cxq −= = ⋅ .
Учитывая, что произведение двух и бо-

лее вероятностей отказов – величины прак-
тически равные нулю, можно записать:

Сравнивая два результата, видно, что по-
грешность второго решения составляет 0,9 %. 
Следовательно, в электроэнергетике при по-
следовательном соединении небольшого 
количества элементов вероятность отка-
за схемы (перерыва в электроснабжении) 

определяется как сумма вероятностей отка-
зов ее элементов.

II Способ
В предыдущем случае точные расчеты 

громоздки, а допущения о пренебрежитель-
ности произведения вероятностей при уве-
личении числа элементов схемы будет при-
водить к увеличению погрешности расчета. 
Возможен другой путь. Определим вероят-
ность передачи электроэнергии в рассма-
триваемой схеме. Для того, чтобы потреби-
тель получил электроэнергию все элементы 
схемы должны работать, тогда по теореме 
умножения для совместных событий:

а вероятность отказа схемы определяется 
как противоположное событие:
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В статье рассматриваются вопросы применения математических методов в медицине, описывается 
взаимосвязь между медициной и арифметикой, проблема о наследственности, проблема математической 
статистики в медицине. Анализируются сферы применения математики в медицине и биологии. Так, в сфере 
медицинской диагностики для постановки диагноза необходимо принимать во внимание наиболее разноо-
бразные данные. Поскольку общее число данных стремительно возрастает и существуют такие заболева-
ния, о каких ранее написано немало, то в точности исследовать, дать оценку, пояснить и применить всю 
существующую информацию при постановке диагноза математическими методами однозначно невозможно. 
В связи с этим, эксперты в сфере неточных наук зачастую заявляют о том, что общематематическое исследо-
вание приводит к неправильным решениям и выводам и по этой причине его лучше избегать. Однако мнение 
по этому вопросу не окончательное и дебаты в этом направлении продолжаются.
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diagnosis, it is necessary to take into account the most diverse data. Since the total number of data is rapidly 
increasing and there are such diseases, as previously written a lot, then it is definitely impossible to accurately study, 
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Математика – весьма сильный и эластич-
ный предмет при исследовании находяще-
гося вокруг нас общества. В каждой акаде-
мической дисциплине имеется собственная 
методика, базирующаяся на исполнении 
определенных исследований. Далее, данные 
сведения обрабатываются и закрепляются 
в числовом варианте. Атак как обрабаты-
ванием числовых данных занимается мате-
матика, вот и возникла взаимосвязь между 
медициной и арифметикой, а теперь более 
непосредственно.

В том случае, когда необходимо решить 
проблему о наследственности, применяя по-
знания в сфере комбинаторики, можно про-
считать разнообразные виды распределения 
хромосом, число подобных вариантов и иных 
необходимых данных. Если, к примеру, нуж-
но сделать план, что в автоматическом по-
рядке, отталкиваясь от признаков заболева-
ния, может помочь подобрать оптимальный 
метод лечения, в том случае это есть самое 
прямое использование математики в медици-
не, так как для этого сначала строится точная 
модель, то есть «модель человека», изобра-
женная стилем математики [7].

Несколько лет назад, когда исследова-
лась проблема математической статистики 
в маленькой врачебной научно-исследова-
тельской команде, разговор о способности 
проложить арифметическую тропинку по-
средством густых дебрей экологических 
условий зачастую кончались достаточно 
подозрительным покачиванием головой 
и заявлением о том, что «медицина – есть 
все-таки искусство». Безусловно это пра-
вильно в том смысле, что проницательность 
и интуиция для доктора действительно важ-
ны. В то же время большая часть пациентов 
и потенциальных больных, безусловно, рас-
считывают на постоянное развитие и увели-
чение академических аспектов медицины, 
а наука обозначает использование матема-
тики [3, 6].

Поскольку статистика как термин воз-
никла в среднии века, означавшая полити-
ческое состояние государства, то в науку 
этот термин ввел немецкий ученный Ахен-
валь. В настоящее время этот термин упо-
требляют в четырех значениях:

– комплекс дисциплин – учебный пред-
мет;
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– отрасль практической деятельности 

по сбору и обработке, анализу и публикации 
массовых цифровых данных о различных 
явлениях и процессов общественной жизни;

– совокупность цифровых сведений;
– статистические методы, принимаемые 

для изучения экономических явлений. [9]
Статистика, изучающая вопросы, свя-

занные с медициной и здравоохранением 
носит в настоящее время название мед. Мед 
статистика делится на три раздела:

– статистика общественного здоровья;
– статистика здравоохранения;
– клиническая статистика.
Существуют различные задачи, решае-

мые математическими методами. К таким 
задачам относятся задачи на проценты, 
а также задачи с метрическими системами 
мер. Так, например, спецмерами объема яв-
ляются: 

1) объем чайной ложки равен 5 мл;
объем десертной ложки равен 10 мл;
объем столовой ложки равен 15 мл.
2) 1 мл водного раствора равен 20 ка-

плям;
1 мл спиртового раствора равен 40 ка-

плям;
1 мл спиртово-эфирного раствора равен 

60 каплям.
Существует также метрическая шкала, 

которой удобно пользоваться при перево-
де и производить расчеты доз препаратов. 
Дозы препаратов подразделяют на;

– разовые;
– суточные;
– курсовые.
Точно можно разделить только таблетки 

только таблетки с риской, капсулы, жидкие 
лекарственные средства с мерной посу-
дой. При расчете разовой дозы препарата 
по формуле:

разовая доза препарата = требуемая 
доза / количество препарата лекарствен-

ного средства
Надо помнить, что назначение врача 

и содержимое лекарственных единиц долж-
но быть в одинаковых единицах измерения. 
Таким образом, вышесказанное дает воз-
можность утверждать, что знание математи-
ки в медицине как науке играет немаловаж-
ное значение [5].

Также очень важна проблема о том, в ка-
ких сферах применимы арифметические ме-
тоды. Следует заметить, что необходимость 
в математическом описании возникает 
при каждой попытке осуществлять рассмо-
трение в конкретных суждениях и что это 

относится даже к таким непростым сферам, 
как этические нормы и искусство. В этой 
области мы точнее проанализируем сферы 
применения математики в медицине и био-
логии [10.]

хорошо известно, что одним из под-
ходов к отображению картины природы 
является сознание иерархии уровней уч-
реждения, исследуемых разными науками. 
Согласно уровню абстракции, присущему 
любой из них, данные науки можно раз-
местить в такой очередности: физика, со-
циология, химия, психология, физиология, 
биология. Мы начинаем с ключевых веще-
ственных компонентов реального общества, 
то есть с субатомного уровня, и заканчивает 
многосторонними проявлениями духовной 
жизни людского общества. В данной оче-
редности уровней формирование и слож-
ность постоянно увеличиваются. На любом 
уровне функционируют собственные зако-
ны и по этой причине их можно исследо-
вать вплоть до определенного уровня не-
зависимо друг от друга. Но каждый из них 
неразрывно связан с закономерностями, 
действующими в наиболее низких уровнях. 
Таким образом, законы химии и физики 
в некоторой степени распространяются и 
на психологию, несмотря на то, что принци-
пы и законы последней выходят за границы 
химических и физических законов [2, 8].

Задачи, затрагивающие учреждения 
и деятельность клиник, необходимо от-
носить к наиболее значительному уровню 
абстракции, нежели, к примеру, патоло-
гию и физиологию лица. Однако, несмотря 
на то, что логическая сущность этой более 
высокой степени в независимости от наибо-
лее низкого, задачи патологии и физиологии 
обязаны предусматриваться при разреше-
нии каждой задачи, относящейся к учреж-
дениям больничных служб. Мы не полагаем 
уходить с головой в данные общефилософ-
ские размышления либо оценивать отдель-
ные их составляющие, а полагаем только 
выделить, что избирательная очередность 
уровней приблизительно соответствует по-
рядку возрастания проблем при примене-
нии научных методов и проведении ариф-
метических исследований.

При переходе на более значительные 
уровни абстракции, мы встречаемся не толь-
ко с более непростыми задачами, но и с ра-
стущей ступенью изменчивости, по боль-
шей части непрогнозируемой. К примеру, 
абсолютная ситуация конкурентной борьбы 
среди некоторых разновидностей, обитаю-
щих в конкретной сфере, содержит колос-
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сальное число условий. В сфере научных 
экологических описаний, произведенных 
главным образом в вербальной форме, до-
стигнуты существенные преимущества, 
но создание математических модификаций 
находится тут еще на самом простом уров-
не. Иным образцом может быть сфера меди-
цинской диагностики. С целью постановки 
диагноза доктор вместе с другими экспер-
тами зачастую должен принимать во внима-
ние наиболее разнообразные данные, делая 
упор на индивидуальный опят, и частично 
на использованные материалы, приводи-
мые в множественных медицинских книгах 
и журналах [1, 4].

Поскольку общее число данных возрас-
тает с растущей интенсивностью и суще-
ствуют такие заболевания, о каких ранее 
написано столько, что один человек не в со-
стоянии в точности исследовать, дать оцен-
ку, пояснить и применить всю существую-
щую информацию при постановке диагноза 
в любом определенном случае. Безуслов-
но, добросовестный диагностик, применяя 
собственный опыт и проницательность, 
способен выбрать нужную часть значимых 
сведений и предоставить довольно четкое 
решение. Все же, как это ни парадоксально 
звучит, по мере накапливания знаний поло-
жение ухудшается.

Непосредственно, в подобного рода мо-
ментах, когда сознание одного человека ни-
как не способно осилить трудности важных 
вопросов и изложить их разрешение в об-
щей вербальной форме, эксперты в сфере 
неточных наук зачастую заявляют, о том, 
что общематематическое исследование не-
совершенно, оно приводит к неправильным 
решениям, и по этой причине его лучше 
избегать. Данное отрицание содержит раз-

умное звено, однако пройдет время, и мы 
заметим, что справедливо будет как раз об-
ратное.
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При написании статьи был проведен анализ и применены теоретические аспекты методов математи-
ческой статистики, а также изучены оценки, которые применяются при анализе явлений, которые обладают 
свойством статистической устойчивости. Применяются следующие оценки: несмещенные, эффективные 
и состоятельные. Также рассмотрены величины, которые могут помочь при нахождении зависимости. Это: 
генеральная средняя и генеральная дисперсия. В качестве точечной оценки такого параметра, как генераль-
ная средняя выступает выборочная средняя, а для параметра генеральная дисперсия точечной оценкой явля-
ется выборочная дисперсия. Для более эффективного закрепления материала в статье приведены примеры 
с тщательно разобранным решением, которые помогли наглядно ознакомиться с методами точечной оценки.
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POINT ESTIMATES PARAMETERS
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While writing the article, the analysis and theoretical aspects of the methods of mathematical statistics were 
applied, and also the estimates that are used in the analysis of phenomena that have the property of statistical stability 
are studied. The following estimates are applied: unbiased, efficient and well-off. Also values  that can help in finding 
the relationship are considered. These are: the general average and the general variance. As a point estimate of such 
a parameter as the general mean, the sample mean is the sample, and for the general dispersion parameter, the point 
estimate is the sample variance. These parameters are indicated accordingly. For more effective consolidation of the 
material in the article, examples are given with a carefully disassembled solution that helped to visually familiarize 
with the methods of point estimation.
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Методы математической статистики 
используются при анализе явлений, кото-
рые обладают свойством статистической 
устойчивости. Сущность данного свойства 
заключается в том, что результат Х опреде-
лённого опыта не может быть предсказан 
с большой точностью, где значение функ-
ции * *

1 2( , ,..., )n n nx x xθ = θ  от результатов на-
блюдений при увеличении объёма выборки 
теряет своё свойство случайности и сходит-
ся по вероятности с неслучайной величиной 
θ [9].

В математической статистике применя-
ются следующие оценки [3, 7]:

– несмещённые (значение математиче-
ского ожидания оценки совпадает со зна-
чением оценивающего параметра, то есть 

*( )M θ = θ );
– смещённые (оценка *( )M θ ≠ θ );
– эффективные (оценка, которая имеет 

при заданном объёме выборки n наимень-
шую дисперсию);

– состоятельные (оценка, которая стре-
мится при n →∞  по вероятности к оцени-
ваемому параметру);

Точечной оценкой называют некото-
рую функцию результатов наблюдения 

1 2( , ,..., )n nx x xθ , значение которой принима-

ется за более приближенное в данных усло-
виях к значению самого параметра θ, то есть 
оценку, определяющую одним числом [5, 2].

Часто, по результатам наблюдений коли-
чественного признака X требуется оценить 
следующие параметры распределения гене-
ральной совокупности:

– генеральная средняя M(X);
– генеральная дисперсия D(X);
В качестве точечных оценок этих па-

раметров выступают выборочная средняя 
и выборочная дисперсия  и Dв соответ-
ственно [1, 4].

Генеральная средняя – среднее арифме-
тическое значений генеральной совокупно-
сти :

 

 – с повторениями

Выборочная средняя – среднее арифме-
тическое значение выборки [3, 8].

То есть, имеется выборка объёма n, тог-
да выборочная средняя равна:

.
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Выборочная средняя по данным одной 

выборки является определённым числом. 
Также выборочная средняя является не-
смещённой оценкой математического ожи-
дания. 

При увеличении объёма выборки n вся 
выборочная система стремится к генераль-
ной средней [6, 9].

Генеральной дисперсией называют 
среднеарифметическое квадратное откло-
нение значений генеральной совокупности 
от их среднего значения.

Кроме дисперсий для характеристики 
рассеивания значений генеральной совокуп-
ности вокруг своего среднего также можно 
пользоваться средним квадратическим от-
клонением [10].

Выборочная дисперсия – среднее ариф-
метическое квадратов отклонений, наблю-
даемых значений выборки от их среднего 
значения.

  
Справедлива также формула:

.

Для исправления выборочной диспер-
сии необходимо умножить её на дробь:

.

Получаем исправленную выборочную 
дисперсию, которая является несмещённой 
оценкой генеральной дисперсии.

Также:

 – с повторениями.

Для оценки рассеивания выборки слу-
жит выборочное среднеквадратическое от-
клонение.

Теперь рассмотрим, как применяются 
перечисленные данные при решении задач.

Пример 1.
Из генеральной совокупности извлечена 

выборка объёма n=30;
xi 1 2 4 21
ni 7 30 20 3

Необходимо найти несмещённую оцен-
ку генеральной средней и исправленную 
выборочную дисперсию.

Решение: Чтобы найти несмещённую 
оценку генеральной средней необходимо 
применить формулу:

;

Подставим значения из условия:

Зная выборочную среднюю, найдём вы-
борочную дисперсию:

Теперь можем найти исправленную дис-
персию:

2 30 3010 10 1,03 10 10,3
30 1 29

S = ⋅ = ⋅ ≈ ⋅ ≈
−

.

Ответ: .
Вывод. Таким образом, по выборочной 

совокупности значений, наблюдаемого ко-
личественного признака, можно вычислить 
точечные оценки математического ожида-
ния и дисперсии генеральной совокупности.
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оценКа ЭФФеКТиВноСТи ЛеКарСТВеннЫх СредСТВ 
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Человек, который выдвигает для рынка новое лекарство, которое может спасти человеческие жизни, 
считается капиталистом. Ученые бывают очень довольны, когда есть кто-нибудь, кто может применить ито-
ги их работ в жизни. Однако многие коммунисты полагают, что ученым и артистам необходимо трудиться 
для общества и получать за собственную работу не более чем кто-либо другой. Общепринятой сейчас яв-
ляется точка зрения на математическую статистику как на науку об общих способах обработки результатов 
эксперимента. Современная математическая статистика разрабатывает способы определения числа необ-
ходимых испытаний до начала исследования (планирования эксперимента), в ходе исследования (после-
довательный анализ). Её можно определить как науку о принятии решений в условии неопределённости. 
Кратко, можно сказать, задача математической статистики состоит в создании методов сбора и обработки 
статистических данных.

Ключевые слова: Лекарство, наблюдения, ученые, эффективность, выздоровление, вероятность, статистка, 
фармацевтическая промышленность

ASSESSMENT OF EFFICIENCY OF MEDICINAL PRODUCTS WITH USE OF 
METHODS OF MATHEMATICAL STATISTICS

Gajvoron A.N., Pisareva A.M.
Stavropol State Agrarian University, Stavropol,  e-mail: nutik.gayvoron@mail.ru

A person who puts forward for the market a new medicine that can save human lives is considered a capitalist. 
Scientists are very happy when there is someone who can apply the results of their work in life. However, many 
Communists believe that scientists and artists need to work for society and get for their work no more than anyone 
else. The conventional view now is the view of mathematical statistics as a science about the general ways of 
processing the results of an experiment. Modern mathematical statistics develops methods for determining the 
number of necessary tests before the start of the study (experiment planning), during the study (sequential analysis). 
It can be defined as the science of decision-making in a condition of uncertainty. Briefly, it can be said, the task of 
mathematical statistics is to create methods for collecting and processing statistical data.

Keywords: Medicine, surveillance scientists, efficiency, recovery, probability, statistics, pharmaceutical industry

Если новое лекарство получает рас-
пространение, то связано ли это с ускоре-
нием выздоровлений. Аналогично, новое 
лекарство может оказаться эффективным 
в каждом из десяти различных госпиталей, 
но объединение результатов укажет на то, 
что это лекарство либо бесполезно, либо 
вредно. Подтвердить выдвинутую тему хо-
телось бы следующим примером. 

В результате длительных наблюдений 
установлено, что вероятность полного выздо-
ровления больного, принимавшего лекарства 
А, равна 0,8.  Новое лекарство В было назна-
чено 800 больным, причём 660 из них полно-
стью выздоровели, то есть относительная ча-
стота выздоровлений w=660/800=0,825 стала 

выше. Можно ли считать новое лекарство 
значимо эффективнее лекарства А на пяти-
процентном уровне значимости?

По условию задачи примем в качестве 
нулевой гипотезы 0H  гипотезу о том, что 
вероятность выздоровления 0 0 : 0,8H p = . 
Поскольку по результатам наблюдения  
w = 660/800 = 0,825, что больше чем по ну-
левой гипотезе 0H , то в качестве альтер-
нативной гипотезы примем следующую: 

1 0:  H p p> , что соответствует правосто-
ронней критической области [5, 9].

Нам необходимо выяснить, является ли 
новое лекарство эффективнее старого. В ка-
честве критерия возьмём величину 

,

где 0 01 1 0,8 0,2 q p= − = − = , значение которой подчиняется стандартному нормальному 
распределению. 
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определим в зависимости от альтернатив-
ной гипотезы (типа критической области) 
с использованием функции Лапласа по фор-
муле [3, 7]

, 

откуда по таблице функции Лапла-
са . Поскольку   
1,75 < 2,58, то нет оснований отвергнуть 
нулевую гипотезу H0, то есть w=0,825 обу-
словлена случайностью выборки.

Найдём интервальную оценку для веро-
ятности выздоровления.

Если n > 30 и np >10, то распределение 
случайной величины

mw
n

=  

можно аппроксимировать нормальным рас-
пределением ( , / )N p pq n= . Следова-
тельно, при этих же условиях распределе-
ние величины

/
w p
pq n
−

 

близко к нормальному с нулевым математи-
ческим ожиданием и единичной дисперсией 
[1, 8].

По аналогии, найдем такое число t, 
для которого справедливо равенство 

.
/

w pP t t
pq n

 −
− < < = γ  
 

Это число t является корнем уравнения 
F(t) = g/2, где F(t) – функция Лапласа. 

Неравенство, стоящее в скобках, разре-
шим относительно р. Для этого неравенство 
перепишем в виде эквивалентного неравен-
ства

/
w p t
pq n
−

< . 

Возведем в квадрат, в результате получим

( ) ( )2 21p p
w p t

n
−

− < . 

Далее, возведя в квадрат (w – p) и пере-
неся все члены влево, получим 

2 2
2 21 2 0t tp w p w

n n
   
+ − + + <   

   
 [2,6].

Корни p1 и p2 этого квадратного трехчле-
на являются границами интервальной оцен-
ки вероятности события и определяются 
выражениями

где n – общее число испытаний; w – относительная частота; t – значение аргумента функ-
ции Лапласа, при 

( ) 0,475
2

t γ
Φ = =

(g(0,95) – заданная надежность), t=1,96. 

Если n >> 100, то в формулах слагаемым 
2
t
n

 можно пренебречь, тогда для вычисления 

1p  и 2p , можно использовать приближенные формулы [4,6]:

1
(1 )w wp w t

n
−

= − ,  2
(1 )w wp w t

n
−

= + .

1
0,825(1 0,825)0,825 1,960 0,799

800
p −
= − = ,
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2
0,825(1 0,825)0,825 1,960 0,851

800
p −

= + = .

Из этого следует вывод, что лекарство В не эффективнее чем А, поскольку доверитель-
ный интервал для p c надежностью γ=0.95 равен: 

1 2p p p< < , 0,799 < p < 0,851.

На сегодняшний день можно полагать 
конкретным, что одной из главных при-
чин, которые подводят к привычному при-
менению лекарств, злоупотреблению ими 
и, в итоге, развитию токсикомании, слу-
жит способность приводить в повышен-
ное настроение, эйфорию. Помимо этого, 
до сегодняшнего дня создаются все новые 
лекарства, которые приводят к ощущению 
прилива сил, бодрости, хорошего настрое-
ния, а опасность их игнорируется либо пре-
уменьшается. Сегодня ведется спор о том, 
прослеживается ли настоящая токсикома-
ния при использовании амфетаминов (фе-
намина, первитина), однако с каждым годом 
растет количество описанных в литературе 
моментов злоупотребления данными сред-
ствами и вызываемых ими психозов. 

Фармацевтическая промышленность 
считается наиболее прибыльной среди всех 
отраслей хозяйства. Если производство ме-
дикаментов подчинено в первую очередь 
коммерческим интересам, если оно высту-
пает частным бизнесом, то о важной осто-
рожности при открытии нового лекарства, 
зачастую не думают. 

Политики и утомленная довольством 
общественность в небольшом количестве 
богатых странах могут позволить себе ро-
скошь поговорить о пище Франкенштейна – 
там кризис перепроизводства еды, однако 
даже в Европе никто не изъявляет желания 
умирать от воспаления легких либо же стра-
дать от недостатка ключевых витаминов, 
по данной причине никто не нападает на но-
вые лекарства и витамины [10].

Новый режим, который предполагает 
сингулярность конечного времени может 
заново запустить гонку за рост, даже в бо-
лее ускоренном режиме, который возрастет 
благодаря новым открытиям, которые дадут 
возможность человечеству в полном объеме 
задействовать большие ресурсы океанов 
либо даже ресурсы других планет, в основ-
ном, которые располагаются вне нашей сол-
нечной системы. Для достижения планет не-
обходимы новые методы более ускоренного 
передвижения, а также революции в нашем 

контроле над плохими биологическими ре-
зультатами космоса на людей с его нулевой 
гравитацией и высокой радиацией. Новые 
лекарства и генная инженерия могут дать 
возможность людям быть готовыми к труд-
ностям космоса, подталкивая к новой эре 
улучшенного быстрого роста после времени 
консолидации, которая находится на самой 
высокой точке в новой сингулярности ко-
нечного времени, через столетия в будущем.
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Статья посвящена моделированию и анализу игровой схемы в теории игр для оптимизации выпуска 
продукции предприятием. Анализируемая схема разработана для организации, которая занимается выпу-
ском сезонных товаров. Для повышения экономической целесообразности производства выпускаемых трех 
видов продукции предлагаются для использования чистые стратегии. Учитывая стремление организации 
к максимизации прибыли в условиях того, что потребитель нацелен на минимизацию своих затрат, моде-
лируется реалистичная рыночная ситуация. Практический обзор выбранного для анализа метода показал, 
что именно теория игр может дать наиболее точное и полное объяснение поведения игроков с противопо-
ложными экономическими интересами. Известно, что каждый подход к рассмотрению конкретной ситуации 
имеет свои достоинства и недостатки, но чистые стратегии включают в себя самый оптимальный набор 
необходимых для анализа факторов.

Ключевые слова: теория игр, стратегия, седловая точка, платежная матрица

APPLICATION OF THE GAME THEORY FOR OPTIMIZATION OF PRODUCTION
Kovchina Y.S.

Stavropol State Agrarian University, Stavropol,  e-mail: juliakovchina1998@mail.ru

The article is devoted to simulation and analysis of the game scheme in game theory for optimization of output 
by the enterprise. The scheme is designed for an organization that produces seasonal products. To increase the 
economic feasibility of producing three types of products, pure strategies are proposed for use. Given the desire of 
the organization to maximize profits in the context of the fact that the consumer is aimed at minimizing its costs, 
a realistic market situation is modeled. A theoretical review of the method chosen for the analysis showed that it 
is the game theory that can give the most accurate and valid explanation of the behavior of players with opposite 
economic interests. It is known that every approach to the consideration of a particular situation has its advantages 
and disadvantages, but pure strategies include the most optimal set of factors necessary for analysis. 

Keywords: game theory, strategy, saddle point, payment matrix

Существует тесная взаимосвязь между 
различными разделами современной на-
уки. Так прикладная математика обосно-
вывает и позволяет просчитывать многие 
экономические явления и процессы с точки 
зрения закономерности и объективности. 
Благодаря надежности математических вы-
водов строятся экономические теории, опи-
рающиеся на факты и доказательную базу 
прикладной научной концепции [5].

Что касается экономики, то значимость 
теории игр можно объяснить следующим 
образом. По своей сущности люди всегда 
стремятся извлечь лично для себя макси-
мальную выгоду из любой сделки. Логич-
но, что их внимание сосредоточено на по-
стижении способов достижения желаемого. 
По такому же принципу действует не толь-
ко конкретно взятый отдельный человек, 
но и группы людей, а так же целые фирмы 
и даже огромные финансовые корпорации. 
Вследствие этого теории игр занимают 
в экономике достаточно значимое место 
и получили широкое практическое приме-
нение [1].

Раздел математики – теория игр, по-
зволяет помочь в выборе наиболее рацио-

нальных стратегий с учетом представлений 
о возможных поступках и ресурсах других 
участников. В теории игр целью являет-
ся разработка и реализация рекоменда-
ций для рационального поведения игроков 
в конфликтных ситуациях [4].

Это значит, что каждый из них дол-
жен определить «оптимальную стратегию» 
для себя. Оптимальная стратегия игрока – 
это стратегия, которая при многократном по-
вторении игры обеспечивает данному игроку 
максимальновозможный выигрыш или ми-
нимально возможный проигрыш. Для вы-
бора данной стратегии необходимо руко-
водствоваться тем, что противник является, 
по меньшей мере, таким же разумным, как 
и мы, и его действия сводятся к тому, чтобы 
помешать нам добиться своей цели [6].

Каждый из участников может применять 
одну и ту же стратегию, в таком случае про 
саму игру говорят, что она происходит в чи-
стых стратегиях, а используемые игроком А 
и игроком В пара стратегий называются чи-
стыми стратегиями. Элемент матрицы, со-
ответствующий паре оптимальных страте-
гий, называется седловой точкой матрицы. 
Этот элемент является ценой игры.
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Смысл седловой точки заключается 

в том, что игрок, односторонне отступивший 
от нее, проигрывает. К примеру, односторон-
нее отступление игрока 1 от седловой точки 
означает, что он выбрал стратегию не x0, а x, 
в то время как второй участник по-прежнему 
придерживается стратегии y0 [2].

Что касается конкретного применения 
методов теории игр для улучшения эф-
фективности экономической деятельности 
предприятия, то это может наглядно проде-
монстрировать следующий пример:

Фирма ООО «Времена года» занимает-
ся производством кондиционеров, сплит-
систем и комнатных воздухоочистителей. 
Поскольку компания самостоятельно реша-
ет вопросы об изменениях в основных по-
казателях своей деятельности, эта организа-
ция намерена оптимизировать выпуск этих 
трех типов. Поскольку спрос на этот про-
дукт варьируется в зависимости от сезона, 
продукты, которые не продаются в течение 
сезона, впоследствии реализуются по более 
низкой цене. Данные о себестоимости про-
дукции, отпускных ценах и объемах реали-
зации в зависимости от уровня спроса при-
ведены в таблице.

Для того чтобы уменьшить размер пла-
тежной матрицы, мы предполагаем, что од-
новременно все три типа продуктов имеют 
один и тот же уровень спроса: повышенный, 
средний или пониженный.

Игровая схема может быть представ-
лена в следующем виде. В игре участвуют 
2 игрока:

А – производитель, В – потребитель.
Игрок А – фирма ООО «Времена года», 

которая стремится реализовать свою продук-
цию таким образом, чтобы получить макси-
мальную прибыль. Стратегии игрока А:

А1 – продавать продукцию при повы-
шенном состоянии спроса;

А2 – продавать продукцию при среднем 
состоянии спроса;

А3 – продавать продукцию при пони-
женном состоянии спроса.

Игрок В – потребитель стремится при-
обрести продукцию с минимальными затра-
тами.

Стратегии игрока В:
В1 – приобретать продукцию при повы-

шенном состоянии спроса;
В2 – приобретать продукцию при сред-

нем состоянии спроса;

Таблица 1
Себестоимость продукции, отпускные цены и объемы реализации в зависимости  

от уровня спроса

Вид продукции Себестои-
мость, руб.

цена единицы про-
дукции, руб

Объем реализации при уровне спроса, 
шт

В
течение 
сезона

После 
уценки Повышенном Среднем Понижен-

ном

Кондиционеры 5300 6590 6000 52 34. 27.
Сплит-системы 12325 14100. 13740. 157 102. 88

Комнатные
очистители воздуха 3125 4450 3989. 149 121 105

Необходимо:
1) Составить игровую схему описанной 

ситуации, указать возможные стратегии 
игроков, составить платежную матрицу;

2) Сформулировать рекомендации об 
объемах выпуска продукции по видам, ко-
торые обеспечивают предприятию макси-
мальную прибыль.

В3 – приобретать продукцию при пони-
женном состоянии спроса.

Интересы игроков А и В являю.тя про-
тивоположными.

Определим прибыль от реализации про-
дукции в течение сезона и после уценки  
(табл. 2).
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Таблица 2

Прибыль от реализации продукции в течении сезона и после уценки

Вид продукции Себестоимость, руб. Прибыль в течение
сезона, руб.

Прибыль после
уценки, руб.

Кондиционеры 5300 1290 700
Сплит-системы 12325 1775 1415.

Комнатные очистители 
воздуха 3125 1325 864

Данная таблица показывает, что орга-
низации во время сезона продажи продук-
ции получает гораздо более высокую при-
быль, чем после ее уценки. Так прибыль от 
реализации кондиционеров сокращается на 
590 руб., от реализации сплит-систем – на 
360 руб., а от комнатных очистителей возду-
ха – на 461 руб. соответственно, что являет-
ся достаточно значительным уменьшением 
экономической выгоды фирмы.

Рассчитаем элементы платежной матри-
цы (матрицы прибыли).

Таблица 3
Расчет элементов платежной матрицы

Предложение

Спрос

Стратегии
Повышенный

спрос:
52+157+149

Средний
спрос:

34+102+121

Пониженный
спрос:

27+88+105
Повышенный спрос:

52+157+149 543180 руб. 499852 руб. 483306 руб.
Средний спрос:

34+102+121 385235 руб. 385235 руб. 368689 руб.
Пониженный спрос:

27+88+105 330155 руб. 330155 руб. 330155 руб.

Составляем платежную матрицу игры. 
Платежная матрица примет вид табл. 4.

Таблица 4
 Платежная матрица

Стратегии B1 B2 B3 αi = min aij j
A1 543180 499852 483306 483306
A2 385235 385235 368689 368689
A3 330155 330155 330155 330155

βj = max aij 543180 499852 483306

Рассчитываем нижнюю и верхнюю цену 
игры. Оптимальное решение матричной 
игры

α= maxαi = 330155 руб.;  
β= minβj =330155 руб.

Так как α=β=ν =330155 руб., то найдена 
седловая точка (А3В3). Значит, оптималь-

ное решение получается при выборе страте-
гий А3; В3

Производитель (игрок А)  получит 
гаран тированную прибыль в  размере 
330155 руб., если будет реализовывать свою 
продукцию при пониженном уровне спро-
са в объеме 27, 88 и 105 ед. соответственно 
кондиционеров, сплит-систем и комнатных 
очистителей воздуха.

Таким образом, мы видим, что стабиль-
ный экономический эффект при меняю-
щимся уровнем спроса на выпускаемую 

продукцию в ООО «Времена года» будет 
достигнут при реализации трех рассматри-

ваемых продуктов в условиях снижения 
спроса в ранее рассчитанных объемах.

Применение методов теории игр для ре-
шения проблемы оптимизации выпуска про-
дукции на предприятии является наиболее 
приемлемым и целесообразным. Данный 
раздел и его методы позволяют корректно 
математически обосновать полученные  
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результаты моделирования игровой схемы 
и обосновывать вероянтостные оценки по-
лученных расчетов [3]. Все это достаточно 
наглядно иллюстрирует реальную рыноч-
ную ситуацию, которую, в свою очередь, 
теория игр помогает экономически эффек-
тивно обосновать.
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В статье авторами рассматривается линейное программирование как один из способов оптимально-
го составления планов, распределения ресурсов, оптимизации производственных мощностей в сравнение 
с другими плановыми производствами при помощи математического анализа. Анализируется модификация 
нефтепереработки и скоростного автотранспорта, в которых прогнозирование дает возможность приобре-
сти значительных доход, либо, напротив, подсчитать недополучаемую выгоду в миллионы долларов. Рас-
крывается проблема о воздействии лимитированных характеристик, описывается модель поведения целевой 
функции в максимальном значении целевой функции в зависимости от характеристик системы. Авторами 
в статье дается объяснение финансовой сущности проблемы, когда система линейного программирования 
при скачкообразном изменении максимума целевой функции приводит к банальным изменениям параме-
тров, описываемое на двух простых моделях. Показан главный смысл характеристик, в коих случаях проис-
ходит скачкообразная перемена функции. При этом изучение поведения мотивированной функции в округи 
главных значений оказывается главным моментом максимизации маржинальной выгоды в вопросах рацио-
нального планирования.
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The modification of oil refining and high-speed vehicles is analyzed, in which forecasting makes it possible to 
acquire significant income, or, on the contrary, to calculate the lost profit in millions of dollars. The problem of the 
impact of limited characteristics is disclosed, the model of the behavior of the objective function at the maximum 
value of the objective function is described depending on the characteristics of the system. The authors explain 
the financial nature of the problem in the article, when the linear programming system with a sudden change in 
the maximum of the objective function leads to banal parameter changes described in two simple models. The 
main sense of the characteristics is shown, in which cases a discontinuous change of function occurs. In this case, 
the study of the behavior of the motivated function in the constituent parts of the main values   is the main point of 
maximizing marginal benefits in the issues of rational planning.
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Главным вопросом линейного програм-
мирования является оптимальное состав-
ление планов, распределение ресурсов, оп-
тимизация производственных мощностей 
в сравнение с другими плановыми произ-
водствами при помощи математического 
анализа. Значимым компонентом в фактиче-
ском применении математических моделей 
составляет многозадачность, позволяющая 
данным методам применяться уже как в це-
левой функции, так еще и не для существу-
ющей.

В математическом прогнозировании 
ни в коем случае невозможно участие всех 
условий, оказывающих большое влияние 
на компетенцию системы. Более того, в ре-
альных процессах способы модификации 
не могут оставаться неизменными. В ред-
ких случаях постоянными могут считаться 
коэффициенты переменных и лишь только 
в линейном и нелинейном программирова-

нии. В случае если прототип воспроизводит 
реальность в мельчайших подробностях, то 
при малейших изменениях модификаци-
ях характеристик, в лучшем случае у него 
должны быть неизменны те черты, которые 
характерны для поведения данного прототи-
па. Подобные концепции в дифференциаль-
ных уравнениях приобрели наименования 
«Грубых». Как известно в задачах линей-
ного программирования не имеется посто-
янной связи с характеристиками системы, 
параметры меняются скачкообразно при из-
менении значений. Тем не менее, измене-
ние решения может быть до такой степени 
огромно, что оно не будет содержать ника-
кого физического смысла. [3]

В труде изучаются разрывы целевой 
функции, образующиеся при изменении ха-
рактеристик. В качестве дополнения проа-
нализируем модификации нефтепереработ-
ки и скоростного автотранспорта, в которых 
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прогнозирование дает возможность приоб-
рести значительных доход, либо, напротив, 
подсчитать недополучаемую выгоду в мил-
лионы долларов.

Формирование скоростного автотран-
спорта в наш период времени является 
очень значимым вопросом, хотя разговоры 
идут только об использовании в кратчайшие 
сроки отдельных планов и финансовых рас-
четах о перспективе формирования скорост-
ных путей. Железнодорожные пути по всей 
России требуют крупных муниципальных 
инвестиций, по этой причине актуальной 
остается цель построения верной математи-
ческой модели расчета и способа их анализа 
для определения конкурентоспособности 
в сравнение с имеющими первенство само-
летов и автомобилей. 

В нефтяной сфере задачи линейного 
программирования обширно применяются 
для рационального планирования, распре-
деления, производства и сбыта. характер-
ной чертой нынешней модели считается 
значительная размерность (применяется 
приблизительно 103 неустойчивых), что 
требует использования специализирован-
ных программ и разработки специальных 
критериев с целью установления коррект-
ности модели [2].

Для постановки задачи линейного про-
граммирования проанализируем пробле-
му линейного программирования при по-
мощи переменных 1 2, ,..., nx x x , которые 
приносили максимум целевой функции 
( )1 2, ,..., nL x x x  и удовлетворяли системе 

ограничений:

( )1 2, ,...,i n ig x x x b= , 11, 2,...,i m= ,

( )1 2, ,...,j ng x x x b≤ , 

1 11, 2,...,j m m m= + + ,

где 1, 2 ,..., 0nx x x ≥ , ib  – константы 

( )1 2, ,..., nL x x x  и ( )1 2, ,..., ng x x x  – линей-

ные функции
Функция меняется непрерывно при из-

менениях ее целевых характеристик, и лишь 
в угловых точках области допустимых зна-
чений ее производная может прерываться. 
Проанализируем проблему о воздействии 
лимитированных характеристик. Имеются 
определенные основные значения характе-
ристик, присутствие которых существенно 
меняет конструкцию рационального реше-

ния, однако еще и совершает скачкообразные 
модификации максимума целевой функции. 
Подобные значения служат не только ин-
дикатором линейного программирования, 
но и отображают физическое и финансовое 
ограничения, которые требуют более тща-
тельного математического анализа. В по-
добных ситуациях система перестает быть 
«Грубой».

С целью определения ключевых значе-
ний параметров в задачах линейного про-
граммирования, установим целевую функ-
цию соответствующим способом:

1 1 2 2L c x c x= + ,
где с1, с2 – маржинальная прибыль с учетом 
издержек на изготовление и перевозку еди-
ниц продукции х1, х2 соответственно [5].

Систему уравнений и ограничений запи-
шем в виде:

 

1 3 5

2 4 6

3 4

5 6

0
0

2

2

x x x
x x x

bx x

bx x

− − =
 − − =

 + =



+ =


1 1 1 3 2 5

2 2 1 4 2 6

0
0

Px R x R x
P x R x R x

− − ≤
 − − ≤ ,

1 2 6, , , 0x x x ≥ .
Здесь Р1, Р2, R1, R2, b – параметры задачи, 

которые упорядочены следующим образом 
b1 < b2, Р1< Р2, R1 <R2.

Изучим модель поведения целевой 
функции в максимальном значении

 ( )maxL L=  
в зависимости от характеристик системы:
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Установлено, что роль оптимальных 

значений ( )1 2,L L c c=  постоянна, во-
гнута или кусочно-постоянна. Проведем 
математический анализ решения в связи 
с характером ограничений. Проанализи-
руем взаимосвязь ( )2L L R=  от параме-
тров при фиксированном значении 1 1R P= . 
При значениях 2 1R P=  и 2 2R P=  функция 

( )2L L R=  2 2R P=  переносит прерывание 
1-го рода. Аналогичным образом, имеются 
подобные значения характеристик в систе-
ме, небольшая трансформация которых мо-
жет привести к разрыву первого рода целе-
вой функции. Именно ключевые значения 
параметров системы линейного програм-
мирования при скачкообразном изменении 
максимума целевой функции приводят к ба-
нальным изменениям параметров. Система 
обретает концепцию не грубости и требует 
вспомогательных исследований корректно-
сти прогнозирования [4].

Объясним финансовую сущность про-
блемы на двух простых моделях.

Необходимо максимизировать доход 
с авиа- и железнодорожных транспортиро-
вок пассажиров, установить число пассажи-

ров в любом из типов транспорта и принять 
решение об эффективности одного из них 
в определенном регионе нашей страны. 
Пусть стоимость билетов на самолет соста-
вит Р1, а билетов в скоростной состав – Р2.  
Допустим, то что имеется 2 категории пас-
сажиров А1 и А2, готовых заплатить за по-
ездку стоимость R1 и R2. Число пассажиров 
в команде b/2. Доход с авиаперевозки од-
ного пассажира – С1, скоростного поезда – 
С2. Количество пассажиров в самолете – Х1, 
в том числе из группы А1 – х3, из группы 
А2 – х5, в поезде пассажиров X2, в том числе 
из группы А1 – X4, из А2 – х6.

В случае если в группах низкий пла-
тежеспособный спрос и является меньше  
R2 < Р1, отсутствуют пассажиры на любой 
вид транспорта; при 2 1R P>  предпочтите-
лен воздушный транспорт, при R2> Р2 ис-
пользуются оба вида; R2 > (2Р2 – Р1) – только 
высокоскоростные поезда.

Таким образом, когда имеется платеже-
способный спрос А2 такой, что R2>(2Р2–Р1) 
оказывается действенным на практике – ско-
ростной автотранспорт, так как пассажиры 
эконом-класса имеют все шансы совместно 
с пассажирами бизнес-класса испытывать 
минимальные ограничения.
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Таким образом, из пересмотренной мо-

дификации возможно совершить последую-
щие заключения:

– улучшать скоростной автотранспорт 
имеет толк только лишь в том случае, когда 
имеется реальный спрос;

– при моделировании особое внимание 
надлежит отдать правильному определению 
основных характеристик с целью оценки 
финансовой эффективности.

При ключевых значениях параметров  
R1 = Р1 и R2 = Р2 целевая функция ( )2L L R=  
терпит разрыв. Данная организация утрачи-
вает свойство грубости при малейшем изме-
нении свойства материалов и обозначается 
изменением перечня материалов. Матема-
тическая модель, стремительно изменяет 
собственные действия при небольшом из-
менении характеристик, которые на физи-
ческом уровне никогда не могут измеряться 
конкретно, порождает при этом дополни-
тельные научно-технические сведения.

Пример численного поиска ключе-
вых значений: отбор специальных значе-
ний характеристик в системе реальных 
моделей линейного программирования, 
обрисовываемых некоторыми тысяча-
ми уравнений, является затруднитель-
ным. К сожалению, задача осложняется 
еще и тем, что принятие решений в си-
стемах линейного программирования 
происходит лишь при конкретных па-
раметрах. Однако в негрубых моделях 
можно провести диагностику численно, 
проводя вычисления около ограниче-
ний, за счет того, что она меняет свою 
манеру не только в определенной точке, 
но и около нее. 

В данном случае, который описыва-
ется системой линейного программиро-
вания, изучены главные закономерности 
поведения рационального заключения 
задачи в зависимости от его характе-
ристик. Показан главный смысл харак-
теристик, в коих случаях происходит 
скачкообразная перемена функции и по-
требуется выполнить тест адекватности 
самой модели, направив свое внимание 
на правильность моделирования глав-
ных характеристик.

Как раз изучение поведения мотивиро-
ванной функции в округи главных значений 
считается главным моментом максимизации 
маржинальной выгоды в вопросах рацио-
нального планирования. При данном тесте 
чувствительности рационального заклю-
чения к характеристикам мотивированной 
функции, оказывается наименьшее воздей-
ствие на итог и обязан проводиться во вто-
рую очередь.
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В статье описывается применение математических методов в военном деле. Раскрываются историче-
ские предпосылки формирования и развития самой математики как фундаментальной науки. Поскольку ма-
тематика применяется во всех областях науки и жизни общества, то нельзя исключать взаимосвязь ее с во-
енным делом. Авторами указывается факт попытки использования математики в военном деле с древности, 
тем самым подтвержается тесная связь математических методов и военного дела. В статье упоминаются 
великие учёные, которые внесли существенный вклад в формирование математики в военном деле. Так, 
применение математических методов сыграли важную роль в сфере проектирования, исследования и произ-
водства вооружения, а также в теории кораблестроения, в исследовании военной техники. Решение важных 
проблем теоретической и экспериментальной аэродинамики сыграли значительную роль в развитии военной 
реактивной авиации.

Ключевые слова: математика, военное дело, вооружения, теория кораблестроения, аэродинамика, военная 
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The article describes the application of mathematical methods in military affairs. The historical prerequisites 
for the formation and development of mathematics as a fundamental science are revealed. Since mathematics 
is applied in all areas of science and society, it cannot be excluded from its relationship with the military. The 
authors indicate the fact of the attempt to use mathematics in military affairs from antiquity, thereby confirming 
the close relationship of mathematical methods and military science. The article mentions the great scientists who 
contributed a substantial amount of goods to the formation of the advancement of mathematics in military affairs. 
Thus, the application of mathematical methods of activity played an important role in the field of design, research 
activities and production of arms dependence, as well as in the theory of shipbuilding, in the study of the provision 
of military equipment external. Solving important problems of profit theoretical and experimental advancement 
of aerodynamics establishment played a significant more role in the development of active military jet delivery of 
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Отсутствует конкретная дата возникно-
вения математики установлено лишь то, что 
она возникла ещё до нашей эры. Математи-
ка как фундаментальная наука применяется 
практически во всех сферах жизни обще-
ства. Формирование и развитие математи-
ки началось с тех времен как человек стал 
использовать числа, например, три апель-
сина и два банана. Общество стало исполь-
зовать числа для расчёта времени, дней ме-
сяцев, количества тех или иных предметов 
и т.д. Через некоторое время знания о мате-
матике заполнили наш мир. Их применяли 
в различных видах деятельности, в первую 
очередь в торговле строительстве, произ-
водстве различных предметов, в том числе 
и оружия [3].

Современному обществу математика 
весьма необходима так как нас абсолютно 
со всех сторон охватывают компьютеры 
и числа. С помощью математики, возможно, 
анализировать тексты, извлекать информа-
цию и находить смысл. Высокий уровень 
развития математики нужен для прогресса 

многочисленных наук. Сложно отыскать 
подобную сферу, где математика не играла 
бы практически никакой роли. Военная ма-
тематика адаптированная к военным нуж-
дам, имелась еще у вавилонян. Многочис-
ленные области современной математики, 
также получили развитие со стороны воен-
ных задач [2].

Попытка использования математики 
в военном деле обнаруживается еще в древ-
ности. В военно-теоретических работах 
Ксенофонта (Греция), Полибия, Вегепия 
(Рим), Сунь-цзы (Китай) встречаются эле-
менты количественного подхода к рассмо-
трению отдельных проблем военного дела. 
Существенный вклад в формирование ма-
тематики внёс древнегреческий учёный 
Архимед (около 287 – 212 до нашей эры), 
у которого знания механики, физики, воен-
ного дела совмещались с использованием 
математики с целью решения практических 
задач. Именно Архимед сделал множество 
открытий в математике и показал, как она 
применяется в военных целях. Использова-
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ние математики в баллистике впервые изло-
жено в книгах итальянца Н. Тартальи «Но-
вая наука» (1537), «Вопросы и открытия, 
относящиеся к артиллерийской стрельбе» 
(1546) [1].

В конце 18 – начале 19 столетия в связи 
с ростом производства и совершенствова-
нием вооружения массовых регуляторных 
армий и флотов наступает обширное приме-
нение математических методов в сфере про-
ектирования, исследования и производства 
вооружения.

А.Н. Крылов удачно применял матема-
тический аппарат в теории кораблестрое-
ния, а также для расчёта продольных ко-
лебаний ствола артиллерийского орудия 
при выстреле.

Применение математики в аэродинами-
ке, зародившейся связи с необходимостями 
авиации в начале хх века, обеспечило раз-
работку научной теории, и создания мето-
дов расчёта подъёмной силы крыла.

В годы Великой Отечественной войны 
огромный вклад в исследовании военной 
техники привнесли советские математики. 
Благодаря трудам М.В. Келдыша, М.А. Лав-
рентьева, а позже и А.А. Дородницина были 
решены важные проблемы теоретической 
и экспериментальной аэродинамики, кото-
рые сыграли значительную роль в разви-
тии военной реактивной авиации. Широко 
известны работы А.Н. Колмогорова по ис-
пользованию математических методов в те-
ории стрельбы. Группой исследователей под 
руководством С.А. христиановича на осно-
ве математических расчётов были проведе-
ны работы по повышению кучности порохо-
вых реактивных снарядов.

Разработать методы защиты кораблей 
от минного и торпедного оружия, было до-
верено Ленинградскому физико-техниче-
скому институту. Идею размагничивания 
предложили и реализовали эксперты во гла-
ве с академиком А.П. Александровым, тем 
самым оказав значительную помощь Воен-
но-Морским Силам [5].

Андрей Николаевич Колмогоров решил 
проблему повышения эффективности огня 
артиллерии. Теория вероятностей исполь-
зовалась для местонахождения самолётов и 
подводных лодок врага, для указания путей, 
позволяющих избежать встречи с подво-
дными лодками противника.

М.В. Келдышев совместно с командой 
учёных решил задачу разрушения самолётов 
из-за вибрации. Сложная математическая те-
ория флаттера обеспечила самолёты надёж-
ной защитой от возникновения вибраций.

История и современное состояние при-
менения математики в военном деле демон-
стрируют, что связь военной науки и прак-
тической деятельности вооруженных сил 
с математикой есть непрерывно развиваю-
щийся во времени объективный процесс. 
Количество военных задач, решаемых с по-
мощью математических методов и средств 
автоматизации, особенно в сфере прогнози-
рования развития военной науки, военной 
техники и оружия, а также при выработке 
решений, постоянно растёт [7].

Проанализируем наиболее глубоко ма-
тематику в военном деле. Математика счи-
тается одним из мощных инструментов по-
знания и применения законов вооруженной 
борьбы в теории и практике военного дела.

Математика способна гарантировать по-
следующее полное формирование военного 
дела. Математика предоставляет возмож-
ность детально проанализировать сущность 
процессов вооруженной борьбы, раскрыть 
её количественные закономерности, таким 
образом, отыскать оптимальные решения 
и варианты военных действий. Эффектив-
ное использование математики в области 
военного искусства оказалось возможным 
благодаря применению электронных и вы-
числительных машин, способных за корот-
кое время решать сложные и трудоемкие 
задачи, связанные с нахождением оптималь-
ных решений [10].

Смысл использования математических 
методов в процессах управления боевыми 
действиями войск состоит в том, чтобы, 
применяя знания законов, закономерностей 
и принципов вооруженной борьбы, умень-
шить сроки подготовки принимаемых ре-
шений и увеличить их качество, достичь 
существующими силами и средствами луч-
ших итогов военных действий. Использова-
ние математических методов в совмещении 
с электронными вычислительными машина-
ми предоставляет возможность решать за-
дачи подобного рода, обеспечивая довольно 
стремительный и точный прогноз хода бое-
вых действий с целью рассмотрения любых 
возможных вариантов решений [9].

Математика в нынешних условиях пред-
ставляет немаловажную значимость в ис-
следовании вооруженной борьбы и при-
менении обнаруженных зависимостей 
и закономерностей, которые проявляют 
свое действие посредством основы военно-
го искусства. Математика дает возможность 
более полно учитывать и осуществлять 
данные принципы, с помощью формирова-
ния количественных рекомендаций исходя 
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из учета определенных реальных условий 
боевой деятельности. В этом как раз и кро-
ются возможности математики, так как 
анализ и учет конкретных количественных 
изменений могут привести к качественным 
изменениям. Военное искусство считается 
средоточием боевого опыта, накопленного 
на протяжении многочисленных веков [6].

Для того чтобы выявить и установить 
закономерность вооруженной борьбы, по-
надобились исследования и анализ многове-
кового навыка ведения войн. До возникно-
вения электронных вычислительных машин 
и методов моделирования боевых действий 
это был единственно верный путь. Однако 
по мере формирования прикладной мате-
матики положение изменяется. Математика 
предоставляет возможность моделировать 
боевые действия, а, следовательно, и вы-
явить основные взаимосвязи в процессах 
ведения вооруженной борьбы [4].

Иными словами, математика предостав-
ляет возможность вскрывать и устанавли-
вать закономерности ведения вооруженной 
борьбы, используя электронно-вычисли-
тельные машины и строя разнообразные мо-
дели. Моделирование боевых действий – от-
личный инструмент в руках военачальников 
для прогнозирования возможных исходов 
боевых действий. Если моделирование бо-
евых действий – это универсальные метод, 
в таком случае прочие математические ме-
тоды, предоставляют широкие возможности 
решения частных задач при осуществлении 
принципов военного искусства.

Применение различных методов опти-
мизации боевых действий своих войск как 
раз и является сущностью в использовании 
математики в военном деле. Задача матема-
тики – более точно учитывать количествен-
ные изменения. Таким образом, математика 
и ЭВМ предоставляют командирам абсо-
лютно всех рангов возможность связывать 
основные философские категории: количе-
ство, меру и качество, и тем самым стано-
вятся в руках командира важным оружием, 
призванным помогать ему, достигать успе-
хов в решении поставленных задач. Такая 
работа помогает понять то, что математика 
является мощнейшим инструментом по-
знания и применения законов вооруженной 
борьбы в теории и практике военного дела, 
кроме того может обеспечить его глубокое 
развитие [8].

В военной теории и практике использу-
ются почти все без исключения разделы со-
временной математики. В жизни существует 
большое количество ситуаций, где необхо-
димо использование математических зна-
ний. Не только в военных целях, но и в дру-
гих профессиях. Математика заставляет нас 
думать, анализировать. В математике вовсе 
нет лжи, все формулы и теоремы имеют 
строгое доказательство. Математика раз-
вивает способность к логическому мышле-
нию, что дает возможность человеку жить 
интересно и никогда не скучать. Чем бы мы 
в дальнейшем ни занимались, что бы мы ни 
выбирали, знания математики нам будут не-
обходимы.
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ПриМенение Теории ВероЯТноСТеЙ В СФере КредиТоВаниЯ
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В современном мире для решения многих задач в экономической сфере и сфере финансов применя-
ются различные методы математики и статистики, основывающиеся на базовых понятиях и законах теории 
вероятностей. В настоящее время теория вероятностей применяется в различных сферах науки, экономики, 
техники. Особое место в этом вопросе занимает сфера кредитования. В статье описывается история возник-
новения теории вероятностей, рассматривается связь математических методов теории вероятностей в сфере 
кредитования, а также создание математических моделей для определения кредитной ставки. Особое внима-
ние уделено применению теории вероятностей в экономике. Создание экономико-математических моделей, 
опирающихся на теорию вероятностей, позволяет провести планирование, исследование и прогнозирование 
экономических явлений. Также описывается решение ситуационных задач на конкретных примерах. 

Ключевые слова: теория вероятностей, экономика, кредитование, банк, кредитная организация, процент, займ, 
обязательства, статистика, анализ

APPLICATION OF THE PROBABILITY THEORY IN THE LENDING SPHERE
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In the modern world, various methods of mathematics and statistics are used to solve many problems in 
the economic sphere and in the sphere of finance, based on the basic concepts and laws of probability theory. At 
present, probability theory is applied in various fields of science, economics, and technology. A special place in this 
matter is the sphere of crediting. The article describes the history of the emergence of probability theory, examines 
the relationship between mathematical methods of probability theory in the sphere of credit, and the creation of 
mathematical models for determining the credit rate. Particular attention is paid to the application of probability 
theory in the economy. The creation of economic and mathematical models, based on the theory of probability, 
allows you to plan, study and forecast economic phenomena. Also describes the solution of situational problems on 
specific examples.
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Теория вероятностей берёт свое начало  
в первой четверти XVII в. Поскольку об-
ласть ее применения XVII-XVIII вв. из-за 
невысокого уровня естествознания ограни-
чивалась узким кругом вопросов, таких как 
страхование, азартные игры, демография, 
то теория вероятностей в то время не смогла 
получить молниеносного развития. Однако 
с XIX в. в связи с практической необходи-
мостью, теория вероятностей стремительно 
развивается и находит применение в различ-
ных сферах науки, экономики, техники. На-
пример, теория ошибок наблюдений, теория 
стрельбы, статистика, молекулярная и атом-
ная физика, химия, метеорология, вопросы 
планирования, статистический контроль в 
производстве и так далее.

В наши дни нет области знаний, в кото-
рых не использовались бы методы, напри-
мер, стохастики, включающей в себя части 
теории вероятностей и математической ста-
тистики.

Использование вероятностно-статисти-
ческих способов является традиционным 
в физике, геодезии, биологии, экономике, 
лингвистике, психологии, теории обуче-
ния и так далее. Теория вероятностей – ма-

тематическая основа статистики – науки  
XX века, а развитие статистических и ки-
бернетических идей способствовало значи-
тельному возрастанию прикладного значе-
ния теории вероятностей [8].

В XVII веке французы П. Ферма, Б. Па-
скаль и голландец х. Гюйгенс впервые по-
пытались дать определение вероятности. 
В середине XIX века благодаря работам 
известного математика и механика П. Че-
бышева и его последователей А. Ляпунова 
и А. Маркова теорию вероятностей в мире 
стали величать «русской наукой». Данные 
исследования продолжили С. Бернштейн, 
А. хинчин и А. Колмогоров, Б. Гнеденко, 
Ю. Прохоров, Б. Севастьянов, Ю. Линник и 
другие [9].

По мнению Лапласа «теория вероятно-
стей – это здравый смысл», который сведен к 
исчислению. Пьер-Симон говорил о ней, что 
«нет науки, более достойной наших размыш-
лений» и что «было бы полезно ввести ее в 
систему народного просвещения». Его при-
зыв услышало общество и в программу сред-
ней школы включена стохастическая линия.

В современном мире для решения мно-
гих задач в экономической сфере и сфере 
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финансов применяются различные методы 
математики и статистики, основывающи-
еся на базовых понятиях и законах теории 
вероятностей. В условиях современной эко-
номической ситуации теория вероятностей 
является важной частью в повышении ква-
лификации профессионалов в области эко-
номики и финансов [3].

Теория вероятностей считается перво-
степенной среди математических наук, ко-
торая изучает законы, управляющие случай-
ными величинами.

В России заинтересованность теори-
ей вероятностей возникла в начале XIX в. 
Большую пользу в развитие этой науки при-
внесли такие русские ученые, как П.Л. Че-
бышев, А.М. Ляпунов, А.А. Марков.

Теория вероятностей – наука, изучаю-
щая применение специфических методов, 
способствующих решению задач, возника-
ющих в процессе рассмотрения случайных 
величин. Она выявляет закономерности, 
относящиеся к массовым явлениям. Дан-
ные методы не определяют итог случайно-
го явления, но могут показать суммарный 
результат. Таким образом, если мы изучим 
законы, которые управляют случайными со-
бытиями, то сможем при необходимости из-
менить исход этих событий.

Одной из первостепенных областей 
применения теории вероятностей является 
экономика. Планирование, исследование и 
прогнозирование экономических явлений 
невыполнимы без создания экономико-ма-
тематических моделей, опирающихся на те-
орию вероятностей.

Коммерческие банки в настоящее вре-
мя управляют широким спектром операций 
денежно-кредитного характера, но их ос-
новная деятельность – выдача кредитов. В 
настоящее время у банков возникает опас-
ность – кредитный риск. Он обуславлива-
ется вероятностью выполнения кредитоза-
емщиком всех обязательств соглашения по 
объемам и срокам. Степень вероятности 
формируется способностью заёмщика пога-
шать кредитные обязательства [10].

Рассмотрим пример 1. Человек, взявший 
кредит, должен его вернуть. Однако он воз-
вращает деньги частями, также выплачива-
ет фиксированный процент за пользование 
кредитом. По прошествии определенного 
времени кредитозаемщик должен вернуть 
всю сумму, которую он брал в кредит, а так-
же плату за его пользование. Но при некото-
рых обстоятельствах, когда он не может вы-
полнить условия договора, банк с помощью 
судебного иска накладывает взыскание и 

компенсирует свои потери. Однако главной 
задачей для банка является выдача кредитов 
и извлечение из этого прибыли, а не наложе-
ние штрафов. Ввиду этого банкам выгоднее 
выдавать кредиты только тем, в ком он мо-
жет быть уверен, что ссуда будет возвраще-
на точно в срок и с процентами.

Появляется случайная величина – воз-
вращен кредит или нет. Для того чтобы 
узнать, надежен ли кредитуемый или нет, 
банк анализирует общую характеристику, 
личные доходы, собственный капитал, эко-
номическую ситуацию в целом. В этот пере-
чень так же относится кредитовая история 
заемщика, процент людей, которые вернули 
денежные средства в определенный срок 
того социального положения, к которому от-
носится заемщик и так далее. Анализ прово-
дится методами теории вероятностей и ма-
тематической статистики. Несмотря на это 
банк своей главной целью ставит получение 
прибыли, а не компенсацию, полученную с 
людей, которые не смогли выплатить кре-
дит, поэтому каждой банковской организа-
ции выгоднее предоставлять кредиты в тех 
ситуациях, когда имеются гарантии выпла-
ты кредитованной суммы.

Таким образом, образуется величина, ко-
торая случайна и показывает возможность 
человека погасить кредит. Для того чтобы 
определить категорию граждан, которым 
можно выдать кредит, кредитная органи-
зация рассматривает и изучает статистику. 
Проводится анализ процентного соотно-
шения в срок вернувших кредитов и всю 
кредиторскую историю в целом. Методами 
и способами математической статистики и 
теории вероятностей происходит анализ и 
оценка.

Проанализируем задачу 2 на опреде-
ление кредитной ставки. Кредитная орга-
низация G выдает кредит 1000000 рублей 
на 1 год. Вероятность не погашения ссуды 
1 %. Определите размер процентной ставки 
для получения прибыли.

Обозначим процентную ставку p 
(100 %). Доход кредитной организации обо-
значим случайной величиной, так как заём-
щику нужно вернуть кредит в совокупности 
с процентами, но при этом он может его не 
вернуть. Составим закон распределения, где 
р – условия возврата кредита с процентами, 
а прибыль банка получается р млн руб:

р –1
0,99 0,01

Таким образом, вероятность возврата 99 %. 
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1 % невозврата, когда банк теряет 

1000000 рублей, показываем как доход, рав-
ный –1. 

Определим математическое ожидание: 
0,99 0,01p − .

Следовательно, решив неравенство 
0,99 0,01 0p − > , мы придем к тому, что 

1/ 99p > , тогда ставка процента по креди-
ту должна быть выше, чем 1 % (100/99).

Главным риском при выдаче кредита 
значится вероятность того, что заёмщик не 
сможет вовремя выполнить обязательства. 
Ликвидный и процентный риск зависят 
от кредитного. Это обуславливается, в пер-
вую очередь, тем, что основной причиной 
кризиса ликвидности является очень высо-
кий уровень кредитного риска, проявляю-
щийся в том, что большие суммы кредитов 
не погашаются. Договоры о ссудах не обе-
спечивают колоссальных доходов, так как 
заемщики не возвращают больше, чем про-
писано в договоре, очень часто кредитуе-
мые возвращают меньше, чем было указано 
в договоре. Частично возвращенная сумма 
или долг при погашении ведут к уменьше-
нию дохода банка и кредитному риску.

Рассмотрим задачу 3. Пусть банковская 
организация W привлекла сумму в 60 ден. 
ед., сроком хранения 0,2 года (73 дня), став-
ка процента годовых – 30 % и внес в полном 
размере в кредит сроком погашения 0,2 года 
и процентной ставкой 50 % годовых. Чи-
стый доход, который получит банк за 73 дня 
(0,2 года) при совершении этой депозитно-
кредитной операции и при кредитном риске 
равном 0, получится:

( )0,2 0,5 60 0,3 60 2,4⋅ − ⋅ =  ден.ед.
Сделаем предположение – вероятность 

не погашения кредита 20 %, следователь-
но, сумма прибыли, с учетом появившегося 
кредитного риска:

( )0,2 (1 0,2)0,5 60 0,3 60 1,2− ⋅ − ⋅ =  ден.ед.
Анализ результатов подсчетов позволя-

ет сделать вывод: если уровень кредитно-
го риска 20 %, то доход понижается. Таким 
образом, для покрытия убытка в прибыли, 
банковской организации нужно повысить 
кредитную ставку процента.

Банк является одним из главных и на-
дежных институтов в мире, который являет 
собой основу стабильной и развитой систе-
мы экономики.

На сегодняшний день имеет место быть 
нестабильная экономическая и правовая 
атмосфера банковского института, при ко-

торой банкам необходимо обязательно со-
хранять и увеличивать вложенные суммы 
вкладчиков. Кредитные операции – это ос-
нова банковской системы. Именно они явля-
ются главной частью банковской прибыли.

В нынешних условиях рыночной эко-
номики, в ситуации связанной с экономи-
ческими рисками максимальную прибыль 
получает умеющий рассчитать, заметить 
и распознать кредитные риски, спрогнози-
ровать их и минимизировать. Это главная 
причина успешности банка в кредитно-де-
нежной политике. Банк, анализируя все ста-
тистические денежные характеристики кли-
ента, способен не только охарактеризовать 
кредитоплатежность фирмы, но и помочь в 
активизации резервов бизнеса и, как след-
ствие, стать более надежным заёмщиком.
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Данная статья посвящена изучению применения математической статистики в экономике и рассмотре-
нию операций купли-продажи. Зачастую в экономике приходится иметь дело не только с известными собы-
тиями, но и с явлениями, которые не имеют точных значений, а лишь подлежат оценочному описанию. Исхо-
дя из этого в статье рассматриваются такие понятия как: вероятность и случайные величины, позволяющие 
предугадать изменения в экономике и предпринимательстве. Любое экономическое исследование всегда 
предполагает объединение теории (экономической модели) и практики (статистических данных). Во многих 
своих разделах математическая статистика опирается на теорию вероятностей, позволяющую оценить на-
дёжность и точность выводов, делаемых на основании ограниченного статистического материала (напри-
мер, оценить необходимый объём выборки для получения результатов требуемой точности при выборочном 
обследовании). Основным элементом экономического исследования является взаимосвязь экономических 
переменных, что показано в данной работе.
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This paper studies the application of mathematical statistics in Economics and the review of operations of 
purchase and sale. Often in Economics we have to deal not only with the known events, but also with phenomena 
that have no exact values, but only subject assessment description. On this basis the article considers such notions as: 
probability and random variables, allowing to predict changes in the economy and entrepreneurship. Any economic 
study always involves the unification of theory (economic model) and practice (statistics). In many sections of its 
mathematical statistics relies on probability theory, allowing to assess the reliability and accuracy of the findings 
made on the basis of a limited statistical material (for example, to estimate the required sample size to produce results 
of the desired precision sampling). The primary element of economic study is the interrelationship of economic 
variables that are shown in this work.
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При описании разнообразных систем 
регулярно возникает необходимость рас-
сматривать совокупность величин разной 
природы, взаимосвязанных между собой. 
Так, например, при рассмотрении операций 
купли-продажи элементами системы будут 
являться:

• продукция, характеризуемая количе-
ством единиц товара, а также разновидно-
стью (тип товара) и его качественными по-
казателями;

• деньги, характеризуемые единствен-
ным показателем – суммой;

• информация – совокупность сообще-
ний о значениях всех величин, образующих 
систему, и об их изменениях.

В экономической деятельности, и в осо-
бенности в предпринимательстве, приходит-
ся иметь дело не только с уже известными 
событиями (как, например, количество про-
данной вчера продукции), но и с будущими 
явлениями, не характеризуемых точными 
значениями и поддающимися лишь оценоч-
ному описанию. При математическом мо-
делировании таких событий используется 
понятие вероятности. характеристики, при-

нимающие различные значения в каждом 
отдельном случае (например, количество 
продукции, которая будет продана в опреде-
лённый день), называют случайными вели-
чинами (СВ) [5, 8].

Для описания СВ важно знание о том, 
каково множество её значений. Так, 
при подбрасывании монетки исход экспе-
римента может принимать одно из двух зна-
чений, а при бросании простого игрального 
кубика – одно из шести. Для неслучайной, 
детерминированной СВ множество значе-
ний состоит из одного элемента. Все такие 
СВ, множество значений которых конечно, 
называются дискретными. Если же, напри-
мер, исследователя интересуют координаты 
места падения брошенной монетки, то воз-
можных значений оказывается бесконечно 
много, и тогда СВ называется непрерывной. 
От этого свойства – дискретности либо не-
прерывности – зависит применяемый метод 
описания. [4]

При многократной реализации дискрет-
ной СВ можно определить частоту, с кото-
рой она принимает каждое из возможных 
значений. Из теории вероятностей известно 
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утверждение, что при увеличении количе-
ства испытаний каждая из частот сходится 
к некоторому пределу, всегда находящемуся 
в промежутке от 0 до 1. Этот предел и на-
зывается вероятностью. Таким образом, 
вероятность реализации СВ в виде фикси-
рованного значения – это частота появления 
искомого значения при бесконечном числе 
опытов. Обычно вероятность обозначает-
ся латинской буквой P: P(X) – вероятность 
наступления события X. Если в случае дис-
кретной СВ вероятность события равна 1, 
то событие происходит при каждом опыте 
и называется достоверным; если вероят-
ность равна 0, то событие называется невоз-
можным и никогда не происходит [1, 9].

Из сказанного видно, что при любом 
множестве значений дискретной СВ сум-
ма вероятностей появления этих значений 
равна 1. Так, при бросании симметричного 
шестигранного игрального кубика веро-
ятность выпадения каждого из значений 

от 1 до 6 равна 
1
6

; если же кубик не симме-

тричен, то эти шесть значений могут быть 
другими, но их сумма по-прежнему равна 
1 [7].

M(X) = 1 · 0,140 + 2 · 0,080 + 3 ×  
× 0,200 + 4 · 0,400 + 5· 0,100 + 6 ×  

× 0,080 = 3,48.
В общем случае применяется понятие 

математического ожидания, определяемое 
как сумма всех значений СВ, умноженных 
на соответствующие вероятности. Если 

( )IP X  — вероятность появления значения 
Xi случайной величины X, то математиче-
ское ожидание

 ( )
1

 
n

i i
i

M X x p
=

=∑ . 

В случае симметричного кубика оно 
примет вид 

1 × 1
6

 + 2 × 
1
6

 + 3 × 
1
6

+ 4 × 1  
6

+ 5× 
1
6  +  

+6 × 
1
6

 = 3,5. 

Можно отметить, что математическое 
ожидание является пределом средних зна-
чений при стремлении числа опытов к бес-
конечности.

xi 1 2 3 4 5 6

pi

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

Каждую дискретную СВ можно описать 
в виде таблицы, в которой выписаны все 
возможные её значения вместе с их часто-
тами. Такую таблицу можно называть вы-
борочным распределением. Можно вместо 
таблицы использовать графическое изобра-
жение – гистограмму [3].

Распределение наблюдаемой случай-
ной величины, отражённое в такой таблице 
или гистограмме, содержит все сведения 
о ней, которые возможно добыть в результа-
те экспериментов. С другой стороны, в прак-
тической деятельности бывает необходима 
дополнительная информация, как, напри-
мер, сколько мы в среднем будем выигры-
вать при бросании кубика, получая при каж-
дом броске выигрыш, равный выпавшему 
значению? В приведённом примере среднее 
значение, полученное при непосредствен-
ных наблюдениях, вычисляется как:

 ( )
1

n

i i
i

M X x p
=

= ×∑ . (1)

Помимо вычисления среднего значения 
важно бывает также определить, насколько 
сильно оказывается нарушена симметрия, 
то есть насколько велик разброс значений 
относительно математического ожидания. 
Это приводит к необходимости введения 
понятия дисперсии, которая в общем случае 
выражается по формуле:

 ( ) 2((( ( )) )  D X M X M X= − ;  (2)

 ( ) ( )2 2( ( ))D X M X M X= − .  (3)

Справедлива также формула (3), по ко-
торой дисперсия выражается через разность 
среднего квадрата и квадрат её среднего зна-
чения. В рассмотренном случае можно убе-
диться, что D(X)=14,04 – 3,482 ≈ 1,93.

Из формул видно, что дисперсия имеет 
размерность второй степени. Чтобы избе-
жать этого, часто рассматривают среднеква-
дратичное отклонение σ(X), равное квадрат-
ному корню из дисперсии.
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 ( ) ( )X D xσ =   (4)
В разобранном примере среднеквадра-

тичное отклонение будет равно 1,389.
В случае, когда распределение СВ со-

стоит из единственного значения, диспер-
сия равна 0. И наоборот, при броске пра-
вильного кубика среднее значение квадрата 
отклонения равно 

( )2 112 22 32 42 52 6  15,167
6

+ + + + + ≈ ,

а дисперсия вычисляется как 15,167 – 12,25 = 
2,917. Отсюда видно, что наибольшее рассе-
ивание значений отмечается при равномер-
ном распределении, то есть когда вероятно-
сти значений СВ равны между собой.

Поскольку математическое ожидание 
M(X) и среднеквадратичное отклонение 
S(X) имеют ненулевую размерность, имеет 
смысл рассматривать их отношение, явля-
ющееся безразмерным, или коэффициент 
вариации:

 ( ) ( )   
( )
XV X

M X
σ

= . (5)

В рассмотренном выше случае получим 

1,389 0, 399
3

)
8

(
, 4

V X = = . 

Эта величина представляет собой одну 
из допустимых оценок «случайности» дан-
ной случайной величины.

Таким образом, ключевыми характери-
стиками случайной величины являются её 
математическое ожидание – предел средних 
значений – и дисперсия, являющаяся мерой 
разброса её значений относительно сере-
дины. Если величина детерминирована, то 
есть определена, то её математическое ожи-
дание равно её значению, а коэффициент ва-
риации и дисперсия равны нулю. У равно-
мерно распределённых случайных величин 
последние два показателя достигают наи-
большего значения [2].

Одна из важнейших особенностей вве-
дённых математических характеристик 
заключается в удобной возможности их 
обобщения на случай непрерывной СВ. Их 
распределение задаётся кривой на коорди-
натной плоскости, каждая точка которой 

соответствует вероятностной мере (плот-
ность вероятности). При построении мате-
матической модели вместо простого сумми-
рования, как для дискретных СВ, в случае 
непрерывности происходит вычисление 
интеграла. Как правило, при рассмотрении 
непрерывных случайных величин не требу-
ется рассчитывать вероятность определён-
ного, точного значения; чаще всего задача 
сводится к нахождению вероятности попа-
дания значения СВ в фиксированный проме-
жуток. Чтобы найти вероятность принятия 
СВ значения, не превосходящего аргумента 
(функция распределения), достаточно про-
интегрировать на указанном промежутке 
кривую вероятности [6].
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Эффективное функционирование предприятия возможно при экономически грамотном управлении его 
деятельностью. Важная роль в реализации этой задачи отводится методам абсолютных и относительных 
разниц. хозяйственная деятельность предприятия и ее результаты представляются в форме показателей, 
имеющих количественное и стоимостное значение, которые могут быть выражены в форме абсолютных 
и относительных величин. Абсолютная величина показателей хозяйственной деятельности предприятия от-
ражает их количественные характеристики, представленные в единицах объема, веса, стоимости и т.д., без-
относительно к  другим показателям. Соответственно анализ абсолютных изменений того или  иного по-
казателя сводится к выявлению отклонения сто фактической величины от плановой, расчетной и т.д. Анализ 
с использованием относительных величин позволяет определить влияние одного из факторов хозяйственной 
деятельности предприятия на величину результативного показателя в зависимости от изменения других фак-
торов.

Ключевые слова: цепные подстановки, элиминировать, мультипликативная модель

APPLICATION OF METHODS OF ABSOLUTE AND RELATIVE DIFFERENCES 
FOR CALCULATION CHANGE IN GROSS OUTPUT.
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Effective functioning of the enterprise is possible with economically competent management of its activities. 
An important role in the realization of this task is given to the methods of absolute and relative differences. The 
economic activities of an enterprise and its results are presented in the form of indicators that have a quantitative 
and cost value, which can be expressed in the form of absolute and relative values. The absolute value of the 
indicators of the economic activity of the enterprise reflects their quantitative characteristics, presented in units 
of volume, weight, cost, etc., irrespective of other indicators. Accordingly, the analysis of absolute changes of a 
given indicator is reduced to revealing a deviation of one hundred of the actual value from the planned, calculated, 
etc. Analysis of the use of relative values makes it possible to determine the impact of one of the factors 
of the enterprise’s economic activity on the magnitude of the resultant indicator, depending on changes in other 
factorsKeywords: method of chain substitutions, elimination, multiplicative model.

Keywords: chain substitutions, eliminate, multiplicative model

Задача детерминированного факторного 
анализа заключается в определении или ко-
личественной оценке влияния каждого фак-
тора на результативный показатель. Наи-
более часто применяется способ цепных 
подстановок, основанный, как и ряд других, 
на элиминировании. Элиминировать – это 
значит устранить, исключить воздействие 
всех факторов на величину результативного 
показателя, кроме одного [1].

Способ исчисления абсолютных разниц 
представляет собой набор определенных 
модификаций. Он применяется для опреде-
ления влияния отдельных факторов на ре-
зультативный показатель в мультиплика-
тивных и мультипликативно-аддитивных 
моделях. Суть его состоит в последователь-
ном исчислении разницы между частны-
ми показателями и определении влияния 
этой разницы на обобщающий показатель 

при неизменных других частных показате-
лях способа цепных подстановок.

Метод исчисления разниц имеет недо-
статок, суть которого сводится к возник-
новению неразложимого остатка, который 
присоединяется к числовому значению вли-
яния последнего фактора [2].

В связи с этим величина влияния фак-
торов на изменение результативного по-
казателя меняется в зависимости от места, 
на которое поставлен тот или иной фактор 
в детерминированной модели [5].

Метод абсолютных разниц основан 
на нахождении разности между фактиче-
ской и базисной величиной частных по-
казателей с последующим определением 
найденной таким образом величины на из-
менение обобщающего показателя. Алго-
ритм расчета и последовательность замены 
частных показателей аналогична способу 
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цепных подстановок, но влияние частного 
показателя на результативный рассчитыва-
ется сразу [3].

В связи с этим, все показатели, предше-
ствующие исчисляемому изменению част-
ного показателя, берутся в их фактическом 
значении, а последующие показатели – в ба-
зисном. Применяется в мультипликативных 
моделях и смешанных моделях типа:

( )y a b c= − .
При его использовании величина влия-

ния факторов на изменение результативного 
показателя рассчитывается умножением аб-
солютного прироста исследуемого фактора 
на плановую (базовую) величину факторов, 
которые находятся в модели справа от него, 
и на фактическую величину факторов, рас-
положенных слева от него.

Способ относительных разниц удоб-
но применять в тех случаях, если требу-
ется рассчитать влияние большого числа 
факторов: от 3 до 10 и более. В отличие 
от предыдущих способов, здесь значи-
тельно сокращается число вычислитель-
ных процедур, что обуславливает его пре-
имущество [4].

Данный способ значительно проще цеп-
ных подстановок, что при определенных 
обстоятельствах делает его очень эффек-
тивным. Это прежде всего касается тех 
случаев, когда исходные данные содержат 
уже определенные ранее относительные 
приросты факторных показателей в процен-
тах или коэффициентах [6].

Рассмотрим применение методов фак-
торного анализа при анализе следующей 
практической ситуации:

Имеются следующие данные:
• среднегодовая численность работни-

ков, чел. (план. – 903; факт. – 909);
• среднечасовая выработка, руб. (план. – 

31; факт. – 33);
• количество отработанных дней 1 ра-

бочим за год, дней (план. – 247; факт. – 251);
• средняя продолжительность рабочего 

дня, часов (план. – 8; факт. – 7.9).
Мультипликативно-факторная модель 

следующего вида:
ВП = ЧР× Д × П × ЧВ.

Определить количественное изменение 
валовой продукции за счет каждого из фак-
торов, используя способы абсолютных и от-
носительных разниц.

Исходные данные для решения задачи

Наименование
показателя

Условное
обозначение План Факт Отклонение

( + ; – )
Выполнение 

плана, %
Валовая продукция, руб. ВП 55314168 59481051,3 4166883,3 107,5

Среднегодовая
численность работников,

чел.
ЧР 903 909 6 100,7

Количество
отработанных дней 1
рабочим за год, дней Д 247 251 4 101,6

Средняя продолжительность 
рабочего дня, часов П 8 7,9 –0,1 98,8

Среднечасовая
выработка, руб. ЧВ 31 33 2 106,5

Способ абсолютных разниц:

  (1)

  (2)

 (3)

  (4)

.  (5)
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Способ относительных разниц:

; (6)

;

; (7)

;

;  (8)

  (9)

;

; (10)

  (11)

  (12)

; (13)

Проверка:
  (14)

 руб.
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Произведенные нами расчеты свиде-

тельствуют о том, что:
• в планируемом году среднегодовая 

численность работников уменьшилась 
в  связи с  изменением валовой продукции 
на 367536 руб.;

• в планируемом году количество от-
работанных дней одним рабочим за год 
уменьшится за счет изменения валовой про-
дукции на 901728 руб.;

• в планируемом году средняя продол-
жительность рабочего дня возрастет в свя-
зи с  изменением валовой продукции на – 
707292,9 руб.;

• в планируемом году среднечасовая вы-
работка уменьшилась за счет изменения ва-
ловой продукции на 3604912,2 руб.

Таким образом, использование методов 
абсолютных и относительных разниц в про-
изводственной задаче позволяет рассчитать 
изменение валовой продукции предпри-
ятия, провести анализ его деятельности 
и разработать перспективный план развития 
предприятия.
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раСЧеТ ЭЛеКТриЧеСКих цеПеЙ С иСПоЛьЗоВаниеМ МаТрицЫ 
и ее деТерМинанТа 

искандарова К.р., Чубанов а.а.
ФГБОУ ВО «Ставропольский государственный аграрный университет», Ставрополь,  

e-mail: alav26@mail.ru

Статья посвящена матричному методу расчета электрических цепей. В ней рассмотрены основные тео-
ретические понятия. На примере показана практичность и рациональность матричного метода в электротех-
нической инженерной практике. Использование матричных методов расчета позволяет оформить процесс 
составления уравнений электромагнитного баланса цепи, а также упорядочить ввод данных в ЭВМ, что осо-
бенно существенно при расчете сложных разветвленных схем. Также поднимаются вопросы взаимодействия 
математики и техники в целом.  В этой статье мы разберем расчет электрических цепей с использованием 
матрицы и ее детерминанта, который применяется на практике. Для этого необходимо вспомнить, что такое 
матрица и ее детерминанты. Рассмотрим, с какой целью в электротехнике применяют матричные методы 
расчёта сложных электрических цепей.

Ключевые слова: матричный метод, электрическая цепь, матрица и ее детерминант

CALCULATION OF ELECTRICAL CIRCUITS WITH THE USE OF A MATRIX AND 
ITS DETERMINANT

Iskandarova K.R., Chubanov A.A.
Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: alav26@mail.ru

The article is devoted to the matrix method for calculating electrical circuits. In it the basic theoretical concepts 
are considered. The practicality and rationality of the matrix method in electrical engineering practice are shown 
on an example. The use of matrix calculation methods makes it possible to formalize the process of drawing up the 
equations of the electromagnetic balance of a circuit, and also to order the input of data into a computer, which is 
especially important in the calculation of complex branched circuits. Questions of interaction of mathematics and 
engineering in general are also raised. In this article, we will analyze the calculation of electrical circuits using 
the matrix and its determinant, which is used in practice. For this, it is necessary to recall what the matrix and its 
determinants are. Let’s consider, for what purpose in electrotechnology apply matrix methods of calculation of 
complex electric circuits.

Keywords: Matrix method, the electric circuit, matrix and its determinant

В настоящее время трудно переоценить 
значение инженерной практики в современ-
ном мире науки и техники. Инженеры пользу-
ются огромными познаниями в математике, 
стимулируют научно-технический прогресс, 
результаты которого определяют поступа-
тельное развитие общества. Однако стоит 
отметить, что данное развитие имеет место, 
только при тесном взаимодействии матема-
тики и технической практики. Инженерное 
дело, как область интеллектуальной деятель-
ности человека, не может быть реализовано 
без математического аппарата, на основе 
которого решаются основные научно-техни-
ческие задачи. Соответственно и математи-
ка не имела бы возможности интенсивного 
развития, если бы не являлась основным ин-
струментом в научно-технической деятель-
ности. Это значит, что математика и инже-
нерное дело взаимно дополняют друг друга. 
Таким образом, мы приходим к выводу, что 
современный инженер, воплощающий инно-
вационные идеи, не может обойтись без уве-
ренных знаний математики [3, 8].

Например, инженер-электротехник для ре -
шения основных задач в своей области, в част-

ности расчет параметров электрических цепей, 
использует уравнения Кирхгофа в матричной 
форме. В данном случае мы наблюдаем, как 
благодаря линейной алгебре и ее методам, зна-
чительно упрощается процесс длительных 
расчетов, а значит, увеличивается эффектив-
ность инженерной деятельности.

Рассмотрим базовую теорию. Матрица – 
это прямоугольная таблица чисел, в которой 
содержатся m строк (или n столбцов) иден-
тичной длины [7].

11 1

1

n

m mn

a a

a a

… 
 = … … … 
 … 

A

сокращенно можно записать, где 1, i m=  (то 
есть 1,2,3 , i m= … ) – номер строки,  j=1, n 
(то есть j=1,2,3,… n) – номер столбца [6].

Матрицу размером  m n×  называют ма-
трицу A и обозначают m nA × . Элементами 
составляющие матрицу, называются числа 
aij. Элементы, стоящие на диагонали и иду-
щие из верхнего угла, образуют главную 
диагональ. Матрица, имеющая одинаковое 
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количество столбцов и строк, называется 
квадратной [1, 2].

Квадратной матрице A n-го порядка 
можно сопоставить число det  A  (или A , 
или Δ), называемое ее детерминантом, та-
ким образом: 

1.n =  ( )1A a= ; 1det  A a= .

2.n =  11 12

21 22

a a
A

a a
 

=  
 

; 

11 12
11 22 12 21

21 22

det  
a a

A a a a a
a a

= = − .

3n = . 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
 
 

;

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

det  
a a a

A a a a
a a a

= =

11 22 33 12 23 13 21 32 13

31 22 13 21 12 33 32 23 11.
a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

= + + −
− − − −

Минором некоторого элемента ija  де-
терминанта n-го порядка называется де-
терминант n–1-го порядка, получившийся 
из исходного с помощью вычеркивания 
столбца и строки, на пересечении которых 
находится выбранный элемент [2].

Алгебраическим дополнением элемента 
aij, детерминанта называется минор, взятый 
со знаком «+», если сумма i+j – четное чис-
ло, и со знаком «-», если сумма нечетная. 
Обозначается как Aij: ( )1 i j

ij ijA m+= − . 
Метод Крамера – это способ решения 

систем линейных алгебраических уравне-
ний с числом уравнений равным числу не-
известных с нулевым главным детерминан-
том матрицы коэффициентов системы [5].

i
ix ∆
=
∆

, 1,i n=  (Формула Крамера)

На примере продемонстрируем расчет 
электрической цепи с помощью данной те-
ории.

Пример 1.
Дана электрическая цепь (рисунок). 

Надо определить токи в ветвях, с помощью 
законов Кирхгофа. Параметры элементов 

электрической цепи следующие:  R1=45 Ом, 
R2=15 Ом, R3=45 Ом, R1=75 Ом, E1=60 В,  
E2=450 В. 

Схема электрической цепи

решение. Необходимо выбрать положи-
тельные направления искомых токов ветвей 
и обозначить их на схеме.

Составим уравнение, используя первый 
закон Кирхгофа для узла 1. Выбрав направ-
ления обходов контуров, можно записать 
уравнение по второму закону Кирхгофа. 
В итоге можно получить систему из трех 
уравнений:

( )

1 2 3

1 1 3 3 1

2 2 4 3 3 2

0I I I
I R I R E

I R R I R E

+ − =
 + =
− + − = −

Решаем полученную систему по методу 
Крамера с помощью детерминантов:

1 1 1
45 0 45 10125
0 90 45

−
∆ = =

− −

;

0 1 1
60 0 45 12150
450 90 45

−
∆ = =

− − −
;

1 0 1
45 60 45 37800
0 450 45

−
∆ = =

− −

;

1 1 0
45 0 60 25650
0 90 450

∆ = =
− −

;

Находим значения токов по формуле 
Крамера
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1
12150 1,2A;
10125

iI ∆
= = =
∆

 

2
37800 3,73 A;
10125

iI ∆
= = =
∆

 

3
25650 2,53 A.
10125

i iI ∆ ∆
= = = =
∆ ∆

Пример 2.
Второй закон Кирхгофа используется 

для метода контурных токов. С помощью 
этого метода можно уменьшить число урав-
нений в системе на n–1.  Достигается это 
разделением схемы на ячейки (независимые 
контуры) и введением для каждого контура-
ячейки своего тока – контурного тока, явля-
ющегося расчетной величиной. В заданной 
системе рассмотрим три контура-ячейки 
и введем для них контурные токи Ik1, Ik2, Ik3. 
Смежными ветвями называются ветви, при-
надлежащие двум смежным контурам. В них 
действительный ток равен алгебраической 
сумме контурных токов смежных контуров, 
с учетом их направления. При составлении 
этих уравнений по второму закону Кирх-
гофа алгебраически суммируются ЭДС ис-
точников в левой части равенства, входящих 

в контур-ячейку. В правой части равенства 
алгебраически суммируются напряжения 
на сопротивлениях, входящих в этот контур, 
а также учитывается падение напряжения 
на сопротивлениях смежной ветви, опре-
деляемое по контурному току соседнего 
контура. На основании ранее приведенного 
материала контурные токи рассчитываются 
следующим образом:

E1=Ik1(r01+R1+R3+R4)+Ik2R3–Ik3R4;

E2=Ik1R3+Ik2(r02+R2+R3+R5)+Ik3R5;

0= –Ik1R4+Ik2R5+Ik3(R4+R5+R6).
Подставляем в уравнение численные 

значения ЭДС и сопротивлений:
40=102Ik1+24Ik2–41Ik3;

20=24Ik1+93Ik2+16Ik3;

0=–41Ik1+16Ik2+118Ik3.

Решим систему с помощью определи-
телей. Вычислим определитель системы ∆ 
и частные определители ∆1, ∆2, ∆3:

102 24 41
24 93 16 1119348 15744 15744
41 16 118

156333 67968 26112 837447.

−
∆ = = − − −

−

− − − =

1

40 24 41
20 93 16 438960 13120 56640 10240 358960
0 16 118

−
∆ = = − − − = ;

2

102 40 41
24 20 16 240720 26240 33620 113280 67580
41 0 118

−
∆ = = − − − =

−
;

3

102 24 40
24 93 20 19680 111360 152520 236640 115560
41 16 0

∆ = = − + + − =
−

;

Вычисляем контурные токи:

1
1

358960 0,429A.
837447kI ∆

= = =
∆
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2
2

67580 0,081A.
837447kI ∆

= = =
∆

3
3

115560 0,138A
837447kI ∆

= = =
∆

.

Действительные токи ветвей:
I1=Ik1=0,429 А;

I6=Ik3=0,138 А;

I1=Ik1=0,081 А;

I3=Ik1+Ik2=0,429+0,081=0,510 А;

I4=Ik1–Ik3=0,429–0,138=0,291 А;

I5=Ik2+Ik3=0,081+0,138=0,219 А.
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диФФеренциаЛьнЫе УраВнениЯ МаТеМаТиЧеСКоЙ ФиЗиКи
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Приведены обзор и систематизация, а так же рассмотрены методы решения задач в математической 
физике посредством дифференциальных уравнений первого и второго порядков, классификация диффе-
ренциальных уравнений. Такой подход дал возможность получить необходимые условия оптимальности. 
Математические модели естественнонаучных явлений и процессов зачастую представляют собой задачи, 
содержащие дифференциальные уравнения с частными производными первого и второго порядков. Диф-
ференциальные уравнения существенные для физики, механики техники называют дифференциальными 
уравнениями математической физики. Рассмотрено квазилинейное дифференциальное уравнение в частных 
производных первого порядка. Рассмотрено линейное уравнение с частными производными второго поряд-
ка с двумя независимыми переменными. Для получения общего решения уравнения рассмотрена характери-
стическая система обыкновенных дифференциальных уравнений. Приведен пример применения дифферен-
циальных уравнений к решению различных прикладных, в том числе инженерно-технических задач.

Ключевые слова: методы решения, математическая физика, дифференциальные уравнения

DIFFERENTIAL EQUATIONS OF MATHEMATICAL PHYSICS
Kalanchuk I.V., Popov N.I.

Stavropol State Agrarian University, Stavropol,  e-mail: igor.kalanchuk@gmail.com

Provides an overview and systematization, as well as the methods of solving problems in mathematical physics 
by differential equations of first and second order, classification of differential equations. This approach provided 
the opportunity to obtain necessary optimality conditions. The mathematical models of science phenomena and 
processes often represent tasks containing a differential equation with partial derivatives of first and second order. 
Differential equations are essential in physics, mechanics technique called differential equations of mathematical 
physics. Considered a quasilinear differential equation in partial derivatives of first order. We consider linear partial 
differential equations of second order with two independent variables. To obtain the General solution of the equation 
considered characteristic system of ordinary differential equations. The example of application of differential 
equations to the solution of various applications, including engineering tasks.

Keywords: methods of solution, mathematical physics, differential equations

Основными уравнениями математи-
ческой физики для случая, когда искомая 
функция u зависит от двух независимых 
переменных, являются следующие диффе-
ренциальные уравнения с частными произ-
водными второго порядка.

I. Волновое уравнение 
2 2

2
2 2

u ua
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
.

Это уравнение является простейшим 
уравнением с частными производными вто-
рого порядка гиперболического типа. К ре-
шению такого уравнения сводятся задачи 
о поперечных колебаниях струны и про-
дольных колебаниях стержней, о звуковых 
и электромагнитных колебаниях, о колеба-
ниях газа и т.д.

II. Волновое уравнение 
2

2
2

u ua
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
.

Это уравнение является простейшим 
уравнением параболического типа. К ре-
шению такого уравнения сводятся задачи 

о распространении тепла в однородной сре-
де, о фильтрации жидкостей и газов, некото-
рые вопросы теории вероятностей и т.д.

III. Уравнение Лапласа
2 2

2 2

u u
x y
∂ ∂

=
∂ ∂

,

представляющее простейшее уравнение эл-
липтического типа. К решению этого урав-
нения сводятся задачи о свойствах стацио-
нарных электрических и магнитных полей, 
о стационарном распределении тепла в од-
нородном теле, задачи гидродинамики, диф-
фузии и т.д.

Замечание 1. В общем при постановке 
задачи исследования следует учитывать, что 
физическое явление может носить одномер-
ный, двухмерный и трёхмерный характер, 
а также быть стационарным (не меняющим-
ся во времени).

Двухмерное волновое уравнение имеет вид:

2 2 2
2

2 2 2 ,u u ua
t x y

 ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ 
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которое описывает колебания мембраны 

и поверхности несжимаемой жидкости.
В конкретных задачах, сводящихся 

к уравнениям математической физики, всег-
да ищется не общее, а частное решение 
уравнения, удовлетворяющее некоторым 
дополнительным определённым условиям, 
вытекающим из физических соображений 
и особенностей данной задачи.

Такими дополнительными условиями 
являются:

а) начальные условия, относящиеся 
обычно к начальному моменту времени  
( 0t = ), с которого начинается изучение 
данного явления;

б) граничные условия, то есть условия, 
заданные на границе рассматриваемой сре-
ды (области), внутри которой находится ре-
шение составленного ими данного диффе-
ренциального уравнения.

Совокупность начальных и граничных 
условий называется краевыми условиями.

Задача, состоящая в нахождении частно-
го решения уравнений при начальных усло-
виях называется задачей Коши.

Задача математической физики, в кото-
рой учитываются как начальные, так и гра-
ничные условия, называется смешанной за-
дачей (задачей Коши общего вида).

Для решения уравнений математиче-
ской физики обычно применяются:

а) метод Даламбера (метод характеристик), 
б) метод Фурье (метод разделения пере-

менных).
Рассмотрим квазилинейное дифферен-

циальное уравнение в частных произво-
дных первого порядка:

 ( ) ( ) ( ), , , ,  du dua x y b x y c x y u
dx dy

+ = . (1)

Для получения общего решения 
уравнения (1) рассматривают характе-
ристическую систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений [3]:

 . dx dy du
a b c
= =  (2)

Если с=0, то система сводится к одному 
уравнению 

dx dy
a b
= .

Если ( ),f x y C=  общий интеграл 
уравнения, тогда 

( )( , )u w f x y=  – общее решение.

Само дифференциальное уравнение 
содержит в себе только самую общую ин-
формацию об описываемом процессе. Не-
обходимо задание начальных и граничных 
условий, для конкретизации.

Дифференциальные уравнения ма-
тематической физики второго порядка. 
Большое количество процессов и явле-
ний в физике описывается с помощью 
дифференциальных уравнений второго 
порядка в частных производных, это 
связано с тем, что фундаментальные за-
коны физики – законы сохранения – за-
писываются в терминах вторых произ-
водных [2, 5].

Рассмотрим линейное уравнение с част-
ными производными второго порядка с дву-
мя независимыми переменными:

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2, 2 , ,

, , , , , 

d x d w d wa x y b x y c x y
dx dxdy dy

dw dwF x y w
dx dy

+ + =

 
=  

 
  (3)

где a, b, c – это некоторые функции от x, y, 
которые имеют непрерывные производные 
до второго порядка включительно.

Для того чтобы привести уравнение 
(3) к каноническому виду, необходимо за-
писать так называемое характеристическое 
уравнение (4):

 2 22 0, ady bdxdy cdx− + =   (4)
из которого выходят два уравнения:

( )2 0ady b b acdx− + − = ;

( )2 0ady b b acdx− − − =

и найти их общие интегралы. 
В общем случае линейное уравнение 

с частными производными второго поряд-
ка параболического типа с n независимых 
переменных можно записать в виде:

[ ], ( , )x t
dw L w x t
dt

− = Φ ,
где

( )

( ) ( )

2

, ,
1

1

[ ] ,

, , .

n

x t i j
j i j

n

i
i i

d wL w a x t
dx dx

dwb x t c x t w
dx

−

−

≡ +

+ +

∑

∑
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Уравнения параболического типа опи-

сывают неустановившиеся диффузионные, 
тепловые процессы, зависящие от времени 
[1, 6].

Методы решения уравнений математи-
ческой физики

Все методы решения этих уравнений 
можно разделить на две группы:

1. Аналитические методы решения 
уравнений, которые основаны на сведении 

2. Уравнения в частных производных 
к обыкновенному или системе обыкновен-
ных уравнений; 

3. Численные методы решения (с помо-
щью ЭВМ).

Пример: Найдите функцию w=w(x,t), 
как решение уравнения t xw aw= − , 
где a>0, а=const, при начальном условии

 ( ) ( ),0 cosw x f x x= = . 

Решение 0t xw aw+ =  – это уравнение 
(уравнение переноса) в частных произво-
дных:

 0 dw dwa
wt dx

+ = . (1.1)

характеристическое уравнение для (1.1) 
имеет вид

 
1
dt dx

a
=   (1.2)

( ) 0d x at x at C− = → − = , 
где C – произвольная постоянная. Общее ре-
шение уравнения (1.1), имеет вид бегущей 
волны: 

 ( ) ( ),  w x t x at= ϕ − . (1.3)

Из (1.3) видно, что а – скорость перено-
са. Так как a >0, то волна бежит слева напра-
во. Подставим начальное условие, получим:

 ( ) ( ) ( ),0w x x f x= ϕ = . (1.4)
Получаем:

( ) ( ), cos( )w x t f x a x at= − = − .
Ответ: Функция ( ), cos( )w w t x at= − , 

является решением уравнения переноса 
при заданном начальном условии.
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иСПоЛьЗоВание МагниТоКаЛориЧеСКого ЭФФеКТа 
В ТеПЛоТехниЧеСКих УСТроЙСТВах
Короткин р.а., Чернявский н.а., Яновский а.а. 

ФГБОУ ВО «Ставропольский государственный аграрный университет», Ставрополь,  
e-mail: RAKorotkin@yandex.ru

За последнее столетие магнитокалорический эффект был детально изучено, заинтересованность к нему 
не только не упала, но, наоборот, резко возросла в последние десятилетия. Это объясняется тем, что данные, 
полученные из измерений используются для получения информации о магнитных структурах и их видо-
изменении. Вызывает интерес и использование магнитокалорического эффекта при разработке и создании 
холодильных устройств. В таких устройствах магнитное рабочее тело выступает в качестве хладагентов, 
используемых в традиционных холодильных установках с газом в качестве рабочего тела, а процесс на-
магничивания-размагничивания – является аналогом циклов сжатия – расширения. В разрабатываемой нами 
холодильной установке мы предлагаем использовать в качестве магнитного рабочего тела магнитную жид-
кость на основе редкоземельных металлов.

Ключевые слова: магнитнокалорический эффект, магнитная холодильная машина, магнитнотепловой насос, 
магнитная жидкость

USE OF THE MAGNETOCALORIC EFFECT IN HEAT ENGINEERING DEVICES
Korotkin R.A., Chernyavsky N.A., Yanovskii A.A. 

Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: RAKorotkin@yandex.ru

Over the last century, the magnetocaloric effect has been studied in detail, interest in it has not only not fallen, 
but, conversely, has increased dramatically in recent decades. This is because data obtained from measurements 
are used to obtain information about magnetic structures and their modification. The use of the magnetocaloric 
effect in the development and creation of refrigeration devices is also of interest. In such devices, the magnetic 
working medium acts as refrigerants used in conventional refrigeration units with gas as a working fluid, and the 
magnetization-demagnetization process is analogous to compression-expansion cycles. In the refrigeration unit we 
develop, we propose to use a magnetic fluid based on rare earth metals as a magnetic working medium.

Keywords: magnetocaloric effect, magnetic chiller, magneto-thermal pump, magnetic fluid

Магнитокалорический эффект (МКЭ) – 
это изменение температуры магнетика 
в результате обратимого выделения или по-
глощения тепла при воздействии магнит-
ного поля на вещество. Данный эффект, 
проявляющийся в адиабатных условиях, 
представляет большой интерес в связи с по-
тенциальным применением его в тепло-
технических устройствах. Использование 
этого эффекта позволяет изучать взаимо-
действия и изменение магнитных структур 
в магнетиках. Для реализации адиабатиче-
ских условий необходима адиабатическая 
оболочка, которая будет изолировать маг-
нетик от тепловых потоков, возникающих 
со стороны окружающей среды. Создание 
адиабатического процесса также возможно 
при быстром включении и выключении маг-
нитного поля, когда теплопередачей можно 
пренебречь [1]. 

МКЭ измеряется двумя методами пря-
мым и косвенным. Прямой метод состоит 
в измерении изменения температуры об-
разца при адиабатическом приложении 
или снятии внешнего магнитного поля. 
Косвенные методы позволяют определить 
значения энтропии при изотермическом на-
магничивании образца, например, основы-

ваясь на анализе семейства изотермических 
кривых намагничивания. При косвенном 
методе рассчитывается изменение энтропии 
из соотношения Максвелла для двух близ-
ких по температуре кривых намагничива-
ния:

,0

( , )
H

H p

MS T H dH
T

∂ ∆ ∆ =  ∂ ∫ .

Максимальных значений 
,H p

M
T

∂ 
 ∂ 

, 

а следовательно и величин изменения тем-
пературы и энтропии следует ожидать 
в окрестностях магнитных фазовых пере-
ходов. Вблизи температуры перехода тер-
модинамическое описание становится 
не вполне корректным, так для переходов 
первого рода в силу необратимости соот-
ношение, может быть справедливо только 
в случае неравенства, а вычисление значе-
ния изменения энтропии с помощью соот-
ношений Максвелла приводит к получению 
сильно завышенных значений. Примером 
тому служит эксперимент в котором была 
вычислена величина изменения энтропии  
330 кДж/(кг·К) для сплава на основе мар-
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ганца, железа и мышьяка, этот результат 
был пересмотрен в опыте с использованием 
уравнения Клайперона-Клаузиуса для по-
лучения более реалистичного значения 
26 кДж/(кг·К). Таким образом прямой метод 
позволяет получать более правдоподобные 
значения величины МКЭ.

хотя МКЭ был открыт более ста лет на-
зад, в настоящее время к нему проявляется 
значительный интерес. Исследование дан-
ного эффекта позволяет получить важную 
информацию о характеристиках магнитного 
упорядочения, обменных и магнито-кри-
сталлических взаимодействиях, о транс-
формации магнитных структур при дей-
ствии магнитного поля.

Эффект постоянно изучается хотя по-
следние наработки уже позволяют реализо-
вывать магнитотепловые насосы и магнит-
ные охладители. Все чаще ученые приходят 
к мнению, что компрессионные холодиль-
ники уже достигли предела своего разви-
тия в плане повышения эффективности. 
По мнению специалистов, как только будет 
найден материал, удовлетворяющий тех-
ническим (требуется значительный МКЭ 
в определенном диапазоне температур и ма-
териал с долговременной стабильностью) 
и экономическим (более распространенный, 
нежели родий или гадолиний) требованиям, 
через несколько лет магнитные холодильни-
ки полностью вытеснят все существующие 
типы холодильников. На сегодняшний день 
существует более 56 прототипов, однако 
пока нет информации о начале широкомас-
штабного производства таких изделий. Маг-

нитный холодильник выгодно отличается 
от традиционных своей энергоэффективно-
стью, надежностью, экологичностью и без-
опасностью для человека. В этих устрой-
ствах не используются хлор-фтор-углероды, 
элементы уничтожающие озоновый слой, 
а также являющиеся ядовитыми для челове-
ка особенно в процессе сгорания. Величина 
МКЭ и, следовательно, эффективность про-
цесса охлаждения в магнитном холодиль-
нике определяется свойствами магнитных 
рабочих тел. Были проанализированы мно-
гочисленные возможные комбинации редко-
земельных и магнитных металлов и других 
материалов с точки зрения поиска опти-
мальных сплавов для реализации магнитно-
го охлаждения в различных диапазонах тем-
ператур. Среди исследованных материалов 
с высокими магнетокалорическими свой-
ствами соединение (сплав железа с родием) 
обладает наибольшим удельны магнитока-
лорическим эффектом. Величина удельного 
МКЭ для этого соединения в несколько раз 
больше, чем в соединениях силицидов-гер-
манидов. Этот сплав из-за высокой стои-
мости родия не подходит для масштабного 
производства, однако, он может служить 
своеобразным эталоном, с которым следует 
сравнивать магнетокалорические свойства 
исследуемых материалов.

В качестве рабочих тел предлагается 
использовать редкоземельные магнетики, 
сплавы Гейслера, арсенид марганца MnAs, 
и др., обладающие большим МКЭ и измене-
нием магнитной энтропии в удобных для ра-
боты таких машин интервалах температур.

Схема магнитной холодильной машины
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Однако ни одно из вышеперечисленных 

соединений не может быть использовано 
для проектирования бытовых охладителей 
в связи с необходимостью высоких полей 
или большого приложенного внешнего дав-
ления, что ведет к усложнению конструк-
ции и увеличению размеров и стоимости 
конечного устройства. Поиск оптимального 
соединения для построения магнитных хо-
лодильников, и совершенствование техно-
логий изучения МКЭ приоритетная задача 
на будущее.

Кроме магнитных холодильников так-
же стоит упоминания разработка магнито-
тепловых насосов, так как подавляющее 
большинство современной климатической 
техники представляют собой компрессор-
ные устройства. Работа таких устройств 
базируется на холодильном цикле Карно, 
который описывает процессы изменения 
агрегатного состояния хладагента под воз-
действием давления. На протяжении мно-
гих лет этот принцип хорошо зарекомендо-
вал себя с точки зрения надежности. Но он 
уже не соответствует современным требо-
ваниям, как экологии, так и экономики. По-
этому в настоящее время инженеры многих 
климатических компаний работают над раз-
работкой нового поколения оборудования, 
которые было бы экологически безопасно 
для окружающей среды и работало с мень-
шими энергозатратами. 

В настоящее время разрабатываются 
технологии производства магнитного те-
плового насоса. Разработчики провели пре-
зентацию, во время которой показали, что 
технология магнитного теплового насоса 
обладает более высоким коэффициентом 
эффективности , и в ближайшем будущем 
может занять место парокомпрессионного 
цикла, на котором базируется работа ны-
нешних тепловых насосов.

В основе принципа работы магнитного 
теплового насоса лежит магнетокалориче-
ский эффект. Более ярко эффект проявляет-
ся у пара- и ферромагнетиков. Попадая во 
внешнее магнитное поле, эти вещества на-
чинают намагничиваться и вырабатывают 
тепло. Это достигается за счет переориен-
тации магнитных моментов микрочастиц 
вдоль силовых линий поля. Когда вещества 

покидают внешнее магнитное поле, они раз-
магничиваются. Это приводит к тому, что 
на разупорядочение магнитных моментов 
тратится кинетическая энергия парамаг-
нетиков и ферромагнетиков, что приводит 
к снижению температуры.

Подобная технология магнитного ох-
лаждения и обогрева имеет ряд преиму-
ществ по сравнению с классической схемой. 
В первую очередь, это высокая энергоэф-
фективность. По коэффициенту преобра-
зования электроэнергии в холод подобные 
магнитные установки уже сегодня превосхо-
дят компрессорные образцы. Коэффициент 
полезного действия лабораторного прототи-
па такой магнитной холодильной машины 
составил 60 % , в то время как лучший по-
казатель традиционной установки едва до-
стигает 40 %. К тому же, работа магнитной 
климатической техники более близка к иде-
альному тепловому циклу. Перспектива 
управления теплообменными процессами 
с помощью магнитного поля является также 
важным направлением и в теплофизике ки-
пения магнитных жидкостей [2–5].

Что касается экологичности, то и здесь « 
новинка» обещает быть успешной по причи-
не замены в ней хладагентов, которые нега-
тивно влияют на озоновый слой нашей пла-
неты, обычной водой. Обеспечение плавной 
работы и отсутствие вибраций, свойствен-
ных компрессорным устройствам, является 
плюсом в пользу магнитных устройств.
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УДК 517.442

иСПоЛьЗоВание ТаБЛицЫ ПреоБраЗоВаниЯ ЛаПЛаСа  
дЛЯ раСЧеТа RC-цеПеЙ
Лабынцев а.C., Петрищев д.е.

ФГБОУ ВО «Ставропольский государственный аграрный университет», Ставрополь,  
e-mail: alekseylab1998@mail.ru

В данной статье мы рассмотрим метод использования таблицы преобразований Лапласа для расчёта пе-
реходных процессов в RC-цепочке. Преобразование Лапласа, находит широкое применение в теории цепей. 
Одной из особенностей преобразования Лапласа, которые предопределили его широкое распространение 
в научных и инженерных расчётах, является то, что многим соотношениям и операциям над оригиналами 
соответствуют более простые соотношения над их изображениями. Так, свёртка двух функций сводится 
в пространстве изображений к операции умножения, а линейные дифференциальные уравнения становятся 
алгебраическими. В качестве примера возьмём схему для расчёта переходных процессов, а также применим 
основное уравнение для конденсатора. Преобразуем данное уравнение, приведём к дифференциальному 
виду, применим таблицу Лапласа, после чего приведём уравнение к явному виду и упростим выражение. 
Выведем формулу образа тока, используя таблицу преобразования Лапласа. Найдем напряжение на емкости. 
Для решения уравнения, мы используем, только таблицу преобразования Лапласа, что позволит нам сокра-
тить время на решение данного уравнения. 

Ключевые слова: расчет, RC-цепи, таблица преобразования Лапласа

USING A TABLE OF LAPLACE TRANSFORM FOR THE CALCULATION  
OF THE RC-CIRCUITS

Labyntsev A.C., Petrishchev D.E.
Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: alekseylab1998@mail.ru

In this article we will discuss the method using the table of Laplace transforms to calculate transient processes 
in RC-chain. The Laplace transform, is widely used in circuit theory. One of the features of the Laplace transform, 
which explains its wide distribution in scientific and engineering calculations is the fact that many relationships and 
operations over the originals correspond to simple ratios of their images. Thus, the convolution of two functions is 
reduced in the image space to the operations of multiplication and linear differential equations become algebraic. 
As an example, take the scheme for calculation of transient processes and applies the basic equation for a capacitor. 
We can transform this equation, we give the differential mind, let’s apply the table of Laplace, and then bring the 
equation to clear the mind and simplify the expression. Derive the formula for the current image using the table of 
Laplace transform. Find the voltage capacity. To solve the equations, we use only the table of Laplace transform that 
will enable us to reduce time for the solution of this equation. 

Keywords: calculation, RC circuit, the table of the Laplace transform

Основной смысл использования мето-
да, основанного на использовании таблицы 
преобразований Лапласа для расчета пере-
ходных процессов заключается в том, что 
f(t) некоторой вещественной переменной t 
ставится в соответствие функция F(p) ком-
плексной переменной. В итоге имеем, что 
производные и интегралы от вещественной 
функции заменяют математическими функ-
циями. В ходе расчета данных уравнений 
мы находим изображения, а затем, путем 
обратного преобразования, – оригиналы. 
Главным этапом практического примене-
ния является необходимость определения 
только независимых начальных условий, 
что заметно упрощает расчет переходных 
процессов в электрических цепях высокого 
порядка по сравнению с классическим ме-
тодом [2, 3].

В данной статье мы рассмотрим спо-
соб применения преобразований Лапласа 
для расчета переходных процессов в RC-
цепочке. 

Для расчетов используется схема (ри-
сунок), имеющая источник ЭДС ε, ключ K, 
резистор R и последовательно включенный 
конденсатор C. В исходном состоянии цепь 
разомкнута, ток отсутствует [4, 6].

RC-цепь для расчета переходных процессов

Рассмотрим переходный процесс, кото-
рый возникает, когда ключ K замыкается. 

Предположим, что 0 ct = . Появляет-
ся ток, конденсатор начинает заряжаться. 
В любой производный момент времени 
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мы можем записать уравнение по правилу 
Кирхгофа [5, 6].

Получаем:

( ) ( ) ( )r ct i t R u t Rε = + .

Для расчета воспользуемся таблицей 
преобразования Лапласа.

Таблица преобразований Лапласа

№ f(t) F(p) № f(t) F(p) 

1 ( )1 t
1
p

11 sint tω ( )22 2

2 p

p

ω

+ω

2 constC =
C
p

12 cost tω ( )
2 2

22 2

p

p

−ω

+ω

3 t 2

1
p

13 sinte t−λ ω ( )2 2p
ω

+λ +ω

4 tn
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!
n

n
p + 14 coste t−λ ω ( )2 2

p
p

+ λ

+ λ +ω

5 teλ
1

p −λ
15 t shat ( )22 2

2ap

p a−

6 n tt e−λ

( ) 1
!

n
n

p ++ λ
16 t chat ( )

2 2

22 2

p a

p a

+

−

7 sin tω 2 2p
ω
+ω

17 te shat−λ

( )2 2

a
p a+ λ −

8 cos tω 2 2

p
p +ω

18 te chat−λ

( )2 2

p
p a

+ λ

+ λ −

Вспомним основное уравнение для кон-
денсатора:

( ) ( ) ,c

Q t
u t

C
=

где C – емкость конденсатора, Q – заряд, ко-
торый образуется в следствии протекания 
тока через конденсатор.

После преобразования (таблица) урав-
нение можно записать в следующем виде:

( ) ( )
0

1 t

cu t i t dt
C

= ∫ .

Таким образом, мы приводим уравнение 
к дифференциальному виду. Окончательно 
получаем:

( ) ( ) ( )
0

1 t

rt i t R i t dtR
C

ε = + ∫ .

Данное уравнение необходимо решить. 
Для этого мы вновь воспользуемся табли-

цей преобразований (таблица) к обоим ча-
стям уравнения. 

( ) ( ) ( )1 I p
E p RI p

p C p
ε

= = + .

Таким образом, преобразование Лапла-
са позволяет нам исключить время и найти 
образ I(p) , после чего, используя таблицу, 
привести уравнение к явному виду [1].

Упростим выражение, разделив обе ча-
сти уравнения на общий знаменатель. По-
лучим:

( ) ( 1)C I p RCpε = + .
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Отсюда находим образ тока:

( ) ,
1

CI p
RCp
ε

=
+

где RC = τ  – постоянная времени
Чтобы прийти к каноническому виду раз-

делим и умножим знаменатель на τ. Получим:

( ) 1
CI p

p

ε
=

 τ + τ 

.

В итоге получаем:

( )  
tCi t e

−
τε

=
τ

.

Осталось найти напряжение на емкости, 
которое всегда равно:

( ) ( )u t i t R= ε −
или

( ) 1  
t tCu t e E e

− −
τ τ

 ε
= ε − = − τ  

.

Для решения данного уравнения мы 
не использовали ничего, кроме таблицы 
преобразований Лапласа.

Рассмотрим еще одну показательную 
задачу электротехники, решаемую с помо-
щью операционного исчисления.

Найти закон изменения тока i(t) 
при включении постоянной э.д.с. E0 в по-
следовательный колебательный контур с па-
раметрами R, L и С при условии ( )0 0i = .

По закону Кирхгофа для мгновенных 
значений запишем

0 ,L R Cu u u E+ + =

где  , ,R L
diu Ri u L
dt

= =  

 ( )
0

1 .
t

Cu i d
C

= τ τ∫
После подстановки получим дифферен-

циально-интегральное уравнение

( ) 0
0

1 .
tdiL Ri i d E

dt C
+ + τ τ =∫

Обозначим изображение функции-ори-
гинала ( )i i t=  через I(p), то есть 

( ) ( )i t I p⋅
⋅← .

Тогда по правилу дифференцирования 
оригинала и правилу нахождения изображе-
ния интеграла от данной функции-оригина-
ла находим

( )di pI p
dt

⋅
⋅←  

и  ( ) ( )
0

t I p
i d

p
⋅
⋅τ τ←∫ ,  

а  0
0

EE
p

⋅
⋅← . 

Подставив найденные изображения, по-
лучим операторное уравнение

( ) ( ) ( ) 0 .
I p ELpI p RI p
Cp p

+ + =

Решая это алгебраическое уравнение от-
носительно изображения I(p), имеем

( ) 0

1
EI p

p Lp R
Cp

=
 

+ + 
   

или  ( ) 0

2 1
EI p
RL p p
L LC

=
 + + 
 

. 

Обозначим

 2
0

12 , .R
L LC
= β = ω

Тогда, выделяя полный квадрат в знаме-
нателе, получим

( )
( ) ( )

( )

0
2 2 2

0

0
2 2

.

EI p
L p

E
L p

= =
 +β + ω −β 

ω
=

ω +β +ω

По таблице с учетом свойства линейно-
сти восстановим оригинал

( ) 0 sintEi t e t
L

−β= ω
ω

.

Вывод. В реальном колебательном кон-
туре существуют свободные колебания 
тока, которые носят затухающий характер  
(

2
R
L

β =  – коэффициент затухания).
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Развитие современного общества характеризуется повышением технического уровня, усложнением 
организационной структуры производства, углублением общественного разделения труда, предъявлением 
высоких требований к методам планирования и хозяйственного руководства. В этих условиях только науч-
ный подход к руководству экономической жизнью общества позволит обеспечить высокие темпы развития 
народного хозяйства. Одним из необходимых условий дальнейшего развития экономической науки является 
применение точных методов количественного анализа, широкое использование математики. В настоящее 
время новейшие достижения математики и современной вычислительной техники находят все более широ-
кое применение в экономических исследованиях и планировании. Особенно успешно развиваются методы 
оптимального планирования, которые и составляют сущность математического программирования. Предла-
гается решение задачи оптимизации производства, как одной из задач математического обеспечения систем 
автоматизированного проектирования (САПР).

Ключевые слова: задача оптимизации, математическое обеспечение СаПр, технологическая эффективность, 
симплекс-метод

USING LINEAR PROGRAMMING METHODS FOR SOLVING THE OPTIMIZATION 
PROBLEM OF PRODUCTION
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The development of modern society is characterized by an increase in the technical level, the complication 
of the organizational structure of production, the deepening of the social division of labor, the presentation of high 
requirements to methods of planning and economic management. In these conditions, only a scientific approach to 
the management of the economic life of society will ensure high rates of development of the national economy. One 
of the necessary conditions for the further development of economic science is the application of precise methods 
of quantitative analysis, the extensive use of mathematics. At present, the latest achievements of mathematics and 
modern computer technology are increasingly used in economic research and planning. Especially successful are 
the methods of optimal planning, which constitute the essence of mathematical programming. The solution of the 
problem of production optimization as one of the problems of the mathematical support of computer-aided design 
(CAD) systems is proposed.

Keywords: optimization problem, CAD software, technological efficiency, simplex method

В настоящее время в условиях совре-
менного рынка важно стремиться к оп-
тимизации производства, как основного 
фактора повышения экономической эффек-
тивности. Поскольку современное произ-
водство не может быть конкурентоспособ-
ным без применения средств автоматизации 
на всех этапах жизненного цикла изделия, 
для разрешения противоречий между воз-
растающей сложностью технических объ-
ектов и требованием к эффективности про-
ектирования, возникает и необходимость 
автоматизации проектирования [1]. 

В рамках жизненного цикла промыш-
ленных изделий система автоматизирован-
ного проектирования (САПР) решает задачи 
автоматизации работ на стадиях проекти-
рования и подготовки производства. Пред-
приятия, ведущие разработки без САПР 
или лишь с малой степенью их использова-
ния, оказываются неконкурентоспособными 
как из-за больших материальных и времен-

ных затрат на проектирование, так и из-за 
невысокого качества проектов. 

Средство обеспечения САПР – это сово-
купность однотипных компонентов. Выде-
ляют следующие виды обеспечения САПР: 
техническое, математическое, программ-
ное, лингвистическое, информационное 
и организационное. Эффективность и про-
изводительность работы САПР в наиболь-
шей степени зависит от его математического 
обеспечения. Математическое обеспечение 
(МО) САПР состоит из математических мо-
делей, методов и алгоритмов, необходимых 
для решения задач автоматизированного 
проектирования, которые помогают спра-
виться с поставленной задачей. Выделя-
ют три основные задачи, рассматриваемые 
в математическом обеспечении САПР: за-
дача анализа, задача оптимизации и задача 
синтеза [5].

В данной работе подробно рассмотрим 
задачу оптимизации производственного 
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процесса. Задача оптимизации заключается 
в повышении эффективности технологи-
ческих и организационных систем (метал-
лорежущего станка, автоматической линии, 
производства в целом) при помощи приня-
тия продуманных решений. Главное в по-
становке задачи оптимизации: максимизация 
или минимизация целевой функции. Опти-
мизировать можно разные процессы произ-
водства: себестоимость детали (минимиза-
ция), быстродействие оборудования, доход 
от реализации (максимизация) и т.д. [2].

В процессе оптимизации, с учетом за-
данных условий, определяются элементы 
решения, т.е. те параметры системы и по-
казатели качества, которые зависят от выбо-
ра и приводят к определению оптимальных 
конструкций, технологических схем и др. 
Всякая оптимизационная задача предпола-
гает заданной целевую функцию – количе-
ственный показатель качества альтернатив 
выбора.

В процессе принятия оптимальных ре-
шений теоретически наиболее эффективны 
методы математического программирова-
ния: линейное, нелинейное, динамическое 
программирование и т.д. [4].

Рассмотрим пример решения задачи 
линейного программирования (ЛП) для на-
хождения оптимальных условий изготовле-
ния изделий. Приведем решение с исполь-
зованием симплекс-метода. Данный метод 
имеет ряд преимуществ: возможность най-
ти оптимальное значение целевой функции, 
план выпуска каждого изделия, информа-
цию о степени использования и резерве 
переменных.

Допустим, предприятие выпускает два 
вида изделий: А и В. Для их изготовления 
используется 3 вида станков (С1, С2, С3). 
Длительность обработки каждого изделия: 
на станке типа С1 изделий А – 12; изделий 
В – 4 единицы; на станке типа С2 изделий 

А – 4, изделий В – 4 единицы; на станке 
типа С3 изделий А – 3, изделий В – 12 еди-
ниц. Прибыль от реализации одного изде-
лия А составляет 30 единиц, В – 40 единиц. 
Рабочее время станка С1 – 300 единиц, С2 – 
120 единиц, С3 – 252 единиц. Необходимо 
определить такой план выпуска продукции 
А и В, чтобы прибыль предприятия была 
максимальна.

Решение данной задачи осуществляется 
с помощью симплекс-метода. Симплекс-
метод был разработан и впервые применен 
для решения задач в 1947 г. американским 
математиком Дж. Данцигом. [3].

Математическая модель данной задачи 
имеет вид:

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1  ,   0,  
2  12  4  300;  
4   4   120;  
3   12   252,  
3    

)

30   40

)

)   max 

x x
x x

x x
x x

F x x x

≥
+ ≤

+ ≤
+ ≤

= + →

где х1 – количество изделий А, х2 – количе-
ство изделий В. 

Для дальнейшего решения симплекс – 
методом приведем математическую модель 
к каноническому виду, т.е. преобразуем все не-
равенства в равенства, добавив к каждому вы-
ражению неотрицательную переменную [6].

1 2 3 4 51  , , ,) ,   0,  x x x x x ≥

1 2 3

1 2 4

1 2 5

2  12 4     300 
 4   4     120 

3   12     252 

) x x x
x x x
x x x

+ + =
+ + =
+ + =

( ) 1 23    30  40 a)  m x F x x x= + →  
Построим исходную симплекс-таблицу 

(табл. 1).

Таблица 1
Исходная симплекс-таблица

Базисные 
переменные i x1 x2 x3 x4 x5

Свободный 
член b

Отношение 
i ikb a

x3 12 4 1 0 0 300 75
x4 4 4 0 1 0 120 30
x5 13 12 0 0 1 252 21
F -30 -40 0 0 0 0 -
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Допустимый вектор имеет вид: 

Х(1)=(0,0,300,120,252). План не оптимален, 
так как в индексной строке есть отрица-
тельные элементы. Ведущий столбец k=2, 
т.к. в индексной строке наименьший отри-
цательный элемент стоит во втором столб-
це. Ведущая строка l=3, так как в третьей 

строке наименьшее отношение i

ik

b
a

. Веду-
щий элемент 1 32 12ka a= = . 

Построим новую симплекс-таблицу 
(табл. 2).

Допустимый вектор имеет вид: 
Х(3)=(12,18,84,0,0). Полученный план опти-
мален, так как в индексной строке нет отри-
цательных элементов. Значит, допустимый 
вектор х(3) является оптимальным. целевая 
функция имеет вид: 

F = 1080–20/3 х4 –10/9 х5. 
Таким образом, получили оптимальный 

план производства, где максимальная при-
быль составит 1080 единиц (по условию все 

0ix ≥ ). При этом следует выпускать 12 еди-

.

Таблица 2
Новая симплекс таблица

Базисные 
переменные i x1 x2 x3 x4 x5

Свободный 
член b

Отношение 
i ikb a

x3 11 0 1 0 -1/3 216 19,63
x4 3 0 0 1 -1/3 36 12
x5 ¼ 1 0 0 1/12 21 84
F -20 -0 0 0 40/12 840 -

Допустимый вектор имеет вид: 
Х(2)=(0,21,216,36,0). План не оптимален, так 
как в индексной строке есть отрицательный 
элемент. Ведущий столбец k=1, так как в ин-
дексной строке наименьший отрицательный 
элемент стоит в первом столбце. Ведущая 
строка l=2, т.к. во второй строке наимень-

шее отношение i

ik

b
a

. Ведущий элемент 
1 21 3ka a= = . 

Построим новую симплекс-таблицу 
(табл. 3).

.

Таблица 3
Итоговая симплекс таблица

Базисные 
переменные i x1 x2 x3 x4 x5

Свободный 
член b

Отношение 

i ikb a
x3 0 0 1 –11/13 8/9 84 –
x4 1 0 0 1/3 –1/9 12 –
x5 0 1 0 –1/12 1/9 18 –
F 0 -0 0 20/3 10/9 1080 –

ниц изделий А и 18 единиц изделий В, ста-
нок С2 и С3 загружены полностью, а у стан-
ка С1 имеется резерв времени 84 единицы. 

В ходе решения получили оптимальный 
план производства, где максимальная при-
быль составит 1080 единиц (по условию все 

0ix > ). При этом следует выпускать 12 еди-
ниц изделий А и 18 единиц изделий В, ста-
нок С2 и С3 загружены полностью, а у стан-
ка С1 имеется резерв времени 84 единицы.

Таким образом, в различных ситуациях 
связанных с необходимостью принятия ре-
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шений на производстве возникает необхо-
димость математического решения самых 
разнообразных задач оптимизации произ-
водственных процессов [7]. Для нахожде-
ния их решения применяются те или иные 
математические методы, дающие точные 
или приближенные результаты. Задачи оп-
тимизации производства часто используют-
ся в теоретико-экономических исследовани-
ях и обоснованиях.
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КаК диСКреТнаЯ МаТеМаТиКа СВЯЗана С КриПТограФиеЙ?
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Криптография включает в себя создание письменных или сгенерированных кодов, которые позволяют 
хранить информацию в секрете. Криптография преобразует данные в формат, который не читается для не-
авторизованного пользователя, что позволяет передавать его без возможности его декодирования обратно 
в читаемый формат, тем самым компрометируя данные. Криптография опирается многие понятия матема-
тики и дискретной математики такие, как абстрактная алгебра, теория чисел, множества, линейная алгебра, 
комбинаторика, теория вероятностей. Примером связи криптографии и дискретной математики может слу-
жить известный алгоритм RSA, который позволяет использовать систему шифрования с открытым ключом, 
используя понятие наибольшего общего делителя чисел, теорему Ферма, теорию конгруэнции и расширен-
ный алгоритм Евклида. Криптография способствует развитию математики, а математика предоставляет базу 
для решения задач криптографии.

Ключевые слова: безопасность, дискретная математика, криптография

HOW IS DISCRETE MATHEMATICS CONNECTED WITH CRYPTOGRAPHY?
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Cryptography includes the creation of written or generated codes that allow you to store information in 
secret. Cryptography converts data into a format that is not readable for an unauthorized user, which allows it 
to be transmitted without the possibility of decoding it back into a readable format, thereby compromising data. 
Cryptography is based on many concepts of mathematics and discrete mathematics, such as abstract algebra, number 
theory, sets, linear algebra, combinatorics, probability theory. An example of the connection between cryptography 
and discrete mathematics is the well-known RSA algorithm that allows the use of a public key encryption system 
using the concept of the greatest common number divisor, Fermat’s theorem, congruence theory, and the extended 
Euclidean algorithm. Cryptography promotes the development of mathematics, and mathematics provides a basis 
for solving cryptography problems.

Keywords: security, discrete mathematics, cryptography

Криптография – один из наиболее рас-
пространённых способов защиты информа-
ции. Суть этого способа заключается в пре-
образовании текста программы / данных 
в шифрованный текст [1, 3].

Шифрование/кодирование данных яв-
ляется одним из самых древних способов 
защиты информации и применялось ещё 
задолго до появления первых ЭВМ и элек-
тронных носителей информации. Древние 
люди шифровали свою информацию пере-
становкой слов /фраз/ чисел в тексте, тем 
самым получая возможность передавать 
кому-либо конфиденциальную информа-
цию с малой вероятностью её расшифров-
ки в дальнейшем. Однако такие методы 
шифрования были не слишком надёжны, 
и подбор ключа для расшифровки требовал 
не слишком много времени. С тех пор мето-
ды шифрования значительно шагнули впе-
ред, и существует огромное количество про-
грамм, генерирующих сложные и длинные 
ключи и шифрующих данные всё надёж-
нее. Подобные ключи человеку запомнить 
не под силу и потому для расшифровки ко-
дированных файлов используются заранее 

установленные пароли, которые прописы-
ваются в зашифрованный файл программой 
его зашифровывающей. Для декодирования 
подобного файла требуется лишь програм-
ма-дешифратор (обычно таковой является 
та же самая программа, что и шифровала 
файл(-ы) и знание пароля) [2].

Минимально безопасным паролем, 
на данный момент, считается пароль 
от 12 знаков – подбор такого пароля методом 
брутфорса (автоматического перебора па-
роля по определённому словарю) является 
продолжительным и, на одном персональ-
ном компьютере, может занять годы, если 
не века. Тем не менее, на производительном 
оборудовании подбор подобных паролей 
уже отнимает гораздо меньше времени, осо-
бенно если ведётся сразу с большого числа 
компьютеров. Зачастую злоумышленники 
взламывают компьютеры пользователей, 
устанавливают вредоносное программное 
обеспечение и создают сеть ботнет – мно-
жество заражённых персональных ком-
пьютеров, образующих единую сеть, чаще 
всего предназначенную для DDoS-атак 
или же брутфорса, то есть перебора ключей 
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для расшифровки закодированного файла. 
Такие сети могут вовлекать в себя милли-
оны компьютеров, тем самым подвергая 
огромной угрозе безопасность криптован-
ных данных.

Для большей безопасности криптован-
ных данных нередко применяются способы 
их маскировки под текстовые документы, 
аудио и видео файлы путём «склейки» за-
шифрованного файла/контейнера с обыч-
ным файлом/программой, содержащим 
любую информацию. Запустив такой файл, 
злоумышленник увидит лишь информацию 
подставного файла и, с высокой вероятно-
стью, даже не станет пытаться его расшиф-
ровывать. То есть, чтобы никто не нашёл 
чёрную кошку в тёмной комнате, жела-
тельно, чтобы никто о ней и не знал – тогда 
не будет желающих искать [8].

Таким образом, можно сказать, что 
криптография являлась на протяжении 
всей истории человечества и продолжает 
являться поныне наиболее гарантирован-
ным способом защиты и сокрытия важной 
информации, особенно той, что находится 
в открытом доступе или потенциально мо-
жет быть украдена. В совокупности с неко-
торыми хитростями такой метод становится 
ещё более надёжным.

Как связана криптография и матема-
тика?

Шифрование данных использует множе-
ство инструментов из абстрактной алгебры, 
теории чисел, линейной алгебры, включаю-
щих такие разделы, как конгруэнции, ква-
дратичную теорию вычетов, теорию поля, 
матрицы, некоммутативные группы, комби-
наторику, теорию вероятностей, различные 
математические алгоритмы, хэш-функции 
и квантовые алгоритмы. Все эти математи-
ческие инструменты являются частью дис-
кретной математики [4, 6, 7, 10].

Криптография о.пирается на такие поня-
тия математики и дискретной математики, 
как множество, отношения и операции над 
множествами, мощность множества, эквива-
лентность множеств, функции, целые и дей-
ствительные числа, простые числа, НОД, 
НОК числа и алгоритмы их нахождения, 
многочлены и разложение их на множители, 
действия над матрицами, алгоритмы приме-
нения матриц. Используются системы акси-
ом для основных алгебраических структур: 
группоид, моноид, полугруппы, группы, ча-
стичные порядки, кольца, поля [5, 9].

В криптологии до сих пор существует 
проблема разложения больших чисел (це-
лых) на множители.

Примером связи криптографии и дис-
кретной математики может служить из-
вестный алгоритм RSA, который позволяет 
использовать систему шифрования с откры-
тым ключом, в которой каждый знает, как 
шифровать, но может расшифровать толь-
ко тот, у кого есть специальный закрытый 
ключ. Вместе они называются открытым 
ключом. Одним из этих чисел является про-
изведение pq двух простых чисел, а дру-
гое – число мы будем называть «E», кото-
рое по техническим причинам должно быть 
относительно простым с (p–1) (q–1). То 
есть наибольший общий делитель (НОД) E  
и (p–1) (q–1) должен быть равен 1. На-
пример, мы можем выбрать p = 5, q = 11  
и E = 21.

Заметим, что (5–1) (11–1) = 40 и что НОД 
(21, 40) = 1. Чтобы зашифровать сообщение, 
сначала нужно конвертировать его в по-
следовательность целых чисел. Есть много 
способов сделать это – некоторые лучше, 
некоторые хуже. Затем, один за другим, не-
обходимо зашифровать целые числа. Чтобы 
зашифровать целое число x, вычисляется  
x ^ E mod pq, где mod – (вычисление остатка 
от целочисленного деления).

Числа pq и E являются общедоступными, 
так что каждый может зашифровать любое 
целое число. Например, для шифрования 
числа 6 мы вычисляем 6 ^ 21 mod 55 = 46.

Не очевидно, как это сделать в голове, 
но дискретная математика обеспечивает 
быстрые (эффективные) алгоритмы модуль-
ного возведения в степень. Плюсом этой 
схемы является то, что очевидный способ 
расшифровки 46 заключается в «грубой 
силе». Эта идея «грубой силы» слишком 
медленная, потому что, когда используются 
очень большие p и q, результирующее чис-
ло всевозможных x слишком велико для эф-
фективного управления.

Однако, используя средства еще одной 
части дискретной математики, а именно 
теорему Ферма, теорию конгруэнции и рас-
ширенный алгоритм Евклида, мы можем 
эффективно вычислить показатель магиче-
ского декодирования d, который будет зани-
мать 46, и вернуть его обратно к 6.

Задача применения разделов дискрет-
ной математики состоит в том, чтобы 
найти d такое, что Ed = 1 mod (p–1) (q–1). 
(Обнаружение этого магического дешиф-
рующего экспонента). Средства дискрет-
ной математики позволяют нам задейство-
вать такой эффективный алгоритм, что 
для этого, нам необходимо знать только 
(p–1) (q–1).
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В нашем случае показатель магиче-

ского декодирования случайно совпадает 
с 9 (обычно это не одинаковое число), по-
этому для дешифровки 46 нам нужно вы-
числить

46 ^ 9 mod 55 = 6.
Таким образом, единственное, что пре-

пятствует расшифровке публично кодиро-
ванного сообщения RSA, заключается в том, 
что они не знают (p–1) (q–1). И единствен-
ный способ узнать это число – получить его 
от числа pq, что потребует факторинга pq, 
и никто не знает, как это сделать эффектив-
но. Поэтому единственными людьми, кото-
рые могут расшифровать публично закоди-
рованные сообщения RSA, являются люди, 
которые создали pq, в первую очередь, по-
тому что только они знают p и q. Существу-
ет много примеров, но этот единственный 
пример, который объясняет, как дискретная 
математика неразрывно связана с крипто-
графией.

Криптография порождает новые труд-
ные математические задачи, при этом ма-
тематика является каркасом, основой крип-
тографии. По мере развития общества, его 
научных достижений разрабатываются но-
вые математические методы, приводящие 
к разрешению задач, ранее считавшихся не-
разрешимыми. 
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ПриМенение КоМПЛеКСнЫх ЧиСеЛ В ЭЛеКТроТехниКе
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Теория комплексных чисел исторически вышла из потребностей математики, но в дальнейшем нашла 
широкое применение в технических дисциплинах. Разные формы записи комплексных чисел дают возмож-
ность решать задачи в зависимости от поставленных условий. Переход от одной формы к другой позво-
ляет осуществлять формула Эйлера, связывающая тригонометрические формулы и экспоненту. Введение 
комплексных чисел позволяет более продуктивно и достаточно компактно решать задачи электротехники, 
выполняя действия с помощью формул или векторов. Метод комплексных амплитуд, с помощью которого 
описываются гармонические колебания в линейных электрических цепях, позволяет осуществить переход 
от реальных гармонических токов и напряжений к комплексным амплитудам, что, по сути, приводит к из-
учению реальных процессов в цепях с помощью комплексных чисел.

Ключевые слова: формула Эйлера, комплексные числа, расчёты в электротехнике

APPLICATION OF COMPLEX NUMBERS IN ELECTRICAL ENGINEERING
Mazinowa L.I., Popova S.V.

Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: mazinowal@mail.ru

The theory of complex numbers has historically emerged from the needs of mathematics, but later it found 
wide application in technical disciplines. Different forms of recording complex numbers make it possible to solve 
problems depending on the set conditions. The transition from one form to another makes it possible to realize the 
Euler formula connecting trigonometric formulas and the exponential. The introduction of complex numbers makes 
it possible to solve the problems of electrical engineering more productively and fairly compactly, by performing 
actions with the help of formulas or vectors. The method of complex amplitudes, by means of which harmonic 
oscillations in linear electric circuits are described, allows the transition from real harmonic currents and voltages 
to complex amplitudes, which, in fact, leads to the study of real processes in chains by means of complex numbers.

Keywords: Euler’s formula, complex numbers, calculations in electrical engineering

В математике чрезвычайно обширно 
используется решение задач с помощью 
комплексных чисел. Однако, что такое 
комплексные числа и как они нашли себя 
в электротехнике [4]?

Для начала рассмотрим формулу Эйле-
ра. Это серьёзная и важная формула, которая 
объединяет тригонометрические функции 
sin , cos  ϕ ϕ  с экспонентой xe  – с функци-
ей, которая не входит в состав периодиче-
ских функций, но очень часто используется 
в электротехнике [1].

Формула Эйлера считается базовой фор-
мулой при вычислении комплексных напря-
жений токов в электротехнике [2].

Известно, что свойства большинства 
математических функций выводят на мно-
жестве вещественных чисел, если они на 
этом множестве существуют. Но, например, 
уравнение

2  5x =−
решения в области вещественных чисел 
не имеет.

Для того чтобы обеспечить решение 
таких уравнений, было введено понятие 
комплексного числа, включающего в себя 
не только вещественную, но и мнимую 

часть, которая содержит мнимую единицу, 
по определению равную

1i = − .
Если ввести допущение, что такое число 

существует, то всё равно очень много мате-
матических функций при невыполнении 
не выводят за множество комплексных чи-
сел, а продолжают рассматривать на множе-
стве вещественных чисел. При этом остаётся 
немало задач, особенно прикладного харак-
тера, решение которых нужно производить 
с помощью комплексных чисел [5, 6, 8].

Комплексным числом Z в общем случае 
считают сумму пары чисел – вещественного 
числа x и произведения yi, где i – есть мни-
мая часть:

Z x yi= + .
Преимуществом комплексных чисел 

является то, что, практически, все матема-
тические операции над комплексными чис-
лами не выходят за множество комплексных 
чисел, то есть результат действия над ком-
плексными числами можно выразить в виде 
комплексного числа.

Этим активно пользуются при расчётах 
в электротехнике. В математике для симво-
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лического изображения мнимой единицы 
используют обозначение i, но в электротех-
нике же так принято обозначать ток, поэто-
му это обозначение заменяют на j, физиче-
ский смысл же от этого не меняется:

Z x yj= + .
Вернёмся, применив эту формулу к три-

гонометрическим функциям, а именно к 
cosϕ .

Учтём, что любая функция f(x) при опре-
делённых условиях представима в виде сте-
пенного ряда, то есть сводится к виду

( )
0

.k
k

k

f x a x
∞

=

=∑
При разложении функции cosϕ  в ряд 

Маклорена получим:

( )
2

0

( 1)cos
2 !

k k

k k

∞

=

− ϕ
ϕ =∑ .

Также распишем ряд Маклорена 
для функции sinϕ :

( )
2 1

0

1sin
2 1 !

k k

k k

+∞

=

− ϕ
ϕ =

+∑ .

Точно так разложим на ряд Маклорена 
функцию xe  и получим:

0 !

k
x

k

xe
k

∞

=

=∑ .

Предположим, что х принадлежит 
множеству комплексных чисел и x j= ϕ
. Для того, чтобы получить формулу Эйле-
ра разобьём этот ряд на два ряда по чётным 
и нечётным степеням k:

( )
( )

( )
( )

2 2 1

0 0 1! 2 ! 2 1 !

n nk
j

k n n

j jxe
k n n

+∞ ∞ ∞
ϕ

= = =

ϕ ϕ
= = +

+∑ ∑ ∑
далее в первом и втором слагаемом путём 
элементарных преобразований вынесем 
за скобку 2nj  и получим:

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2 2 1

0 0 1

2 2 2 2 1

0 1

! 2 ! 2 1 !

 
2 ! 2 1 !

n nk
j

k n n

n n n n

n n

j jxe
k n n

j j j
n n

+∞ ∞ ∞
ϕ

= = =

+∞ ∞

= =

ϕ ϕ
= = + =

+

ϕ ϕ
= +

+

∑ ∑ ∑

∑ ∑

Учитывая то, что 2 1j = − , то получим 
следующее:

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 1

0 0 1

2 2 2 2 1

0 1

2 2 1

0 1

! 2 ! 2 1 !
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cos sin .
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j jxe
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n n

J
n n
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+∞ ∞ ∞
ϕ

= = =

+∞ ∞
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+∞ ∞

= =

ϕ ϕ
= = + =

+

ϕ ϕ
= + =

+

− ϕ − ϕ
= + =

+

= ϕ+ ϕ

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

Собственно говоря, мы получили фор-
мулу Эйлера, устанавливающую зависи-
мость между экспонентой и тригонометри-
ческими функциями и имеющую вид:

cos sinie jϕ = ϕ+ ϕ

Эта формула существенно помога-
ет упростить математические выражения 
в комплексной области. Так при описании 
электромагнитных процессов в цепях пере-
менного тока приходится вычислять много 
непростых интегралов, что приводит к гро-
моздкому решению. Оказалось, что вы-
полнение поставленных задач упрощается 
при введении комплексных чисел [3, 7].

Комплексные числа можно представ-
лять в разных формах записи – алгебраиче-
ской, тригонометрической или показатель-
ной – в зависимости от постановки задачи, 
исходных данных и требуемых результатов, 
но благодаря формуле Эйлера легко перехо-
дить от одной формы записи к другой. На-
пример, переменный ток в цепи можно за-
писать по-разному:

I a jb= +  – алгебраическая форма; 
I = (cos  sin )m i iI jϕ + ϕ  – тригонометри-

ческая форма;

 I =  ij
mI e ϕ  – показательная форма.

При сложении токов в цепях с начальной 
фазой, равной нулю, сложностей не возни-
кает. Но при сложении токов с разными на-
чальными фазами простая, на первый взгляд, 
задача приводит к громоздким тригономе-
трическим вычислениям. Тогда как, исполь-
зуя переход к комплексным числам, эта же 
задача решается в несколько строк [9, 10].

Если решать задачи электротехники 
с помощью векторов, то опять же удобно 
перейти к комплексной записи токов или на-
пряжений и выполнять построения на ком-
плексной плоскости, где горизонтальная 
ось – ось вещественной части комплексного 
числа, а вертикальная – ось мнимой части 
этого же числа.
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Комплексные числа также применяют-

ся для описания гармонических колебаний 
в линейных электрических цепях, при этом 
переход от реальных гармонических то-
ков и напряжений к комплексным ампли-
тудам выражает суть метода комплексных 
амплитуд, который является моделью ис-
следуемых процессов, где на первое место 
выдвигаются амплитуды, а время и часто-
ты отодвигаются на задний план. Переход 
к комплексным значениям позволяет ком-
пактно описать один объект сразу двумя ве-
личинами.

По сути, переход от реальных гармони-
ческих колебаний к комплексным ампли-
тудам есть построение модели с помощью 
комплексных чисел, которые в этой модели 
носят названия – комплексный ток, ком-
плексное напряжение, комплексная ЭДС.

Применение комплексных чисел позво-
ляет:

– использовать законы, формулы и ме-
тоды расчётов, применяющиеся в цепях по-
стоянного тока, для расчёта цепей перемен-
ного тока;

– упростить некоторые вычисления, за-
менив графическое решение с использова-
нием векторов на алгебраическое решение;

– рассчитывать сложные цепи, не реша-
ющиеся другим путем;

– упростить расчеты цепей постоянного 
и переменного токов.
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ПриМенение МаТриц К раСЧеТУ ЛинеЙнЫх  
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ФГБОУ ВО «Ставропольский государственный аграрный университет», Ставрополь,  
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Данная статья посвящена применению матрично-топологического метода для расчета линейных элек-
трических цепей. Существующие методы расчета электрических цепей – непосредственно по законам Кирх-
гофа, методу контурных токов, эквивалентного генератора, наложения и методу узловых потенциалов – по-
зволяют принципиально рассчитать любую схему. Но их применение без использования топологических 
матриц рационально для относительно простых схем. Поэтому применение матричных методов расчета 
позволяет формализовать процесс составления уравнений электромагнитного баланса цепи, а также упо-
рядочить ввод данных в персональный компьютер, что особенно важно и удобно при расчете сложных раз-
ветвленных схем. Анализ процессов в линейных электрических цепях вызывает большой интерес в электро-
технике. Использование матрицы при расчете электрической цепи позволяет оптимизировать и ускорить 
процесс решение электротехнических задач.

Ключевые слова: матрично-топологический метод, линейные электрические цепи, контурная матрца, узловая 
матрица, диагональная матрица, реальные токи
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This article is devoted to the application of the matrix-topological method for calculating linear electric 
circuits. Existing methods for calculating electrical circuits – directly according to the laws of Kirchhoff, the 
method of contour currents, the equivalent generator, the superposition and the method of nodal potentials – make 
it possible in principle to calculate any scheme. But their use without the use of topological matrices is rational for 
relatively simple schemes. Therefore, the use of matrix calculation methods allows us to formalize the process of 
drawing up the equations for the electromagnetic balance of the circuit, and also to order the input of data into a 
personal computer, which is especially important and convenient in the calculation of complex branched circuits. 
The analysis of processes in linear electrical circuits is of great interest in electrical engineering. The use of the 
matrix in the calculation of the electrical circuit makes it possible to optimize and accelerate the process of solving 
electrical problems.

Keywords: matrix-topological method, the linear circuit, contour matrix, key matrix, a diagonal matrix, of real  
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Для характеристики линейных электри-
ческих цепей используются линейные урав-
нения для токов и напряжений. Линейные 
электрические цепи можно заменить линей-
ными схемами замещения из линейных пас-
сивных (резистивные элементы) и актив-
ных элементов (постоянные источники ЭДС 
или источники тока) с линейными вольтам-
перными характеристиками [3].

Линейные электрические цепи имеют 
следующие свойства: принцип наложения 
и эквивалентного генератора, принцип вза-
имности, теорема о линейных соотноше-
ниях, теорема компенсации. Эти свойства 
учитываются при выборе методов расчета 
и свойств линейных электрических цепей. 
Наиболее применимы: метод эквивалентно-

го преобразования, расчет схем с использо-
ванием законов Кирхгофа, метод контурных 
токов, метод узловых потенциалов, метод эк-
вивалентного генератора, метод наложения, 
применение матриц (узловая, диагональная, 
матрица сопротивлений). Матрицы удобно 
составлять по графу схемы, в которой нет 
источников тока и ветвей с сопротивлени-
ем, равным нулю. Рассмотрим применение 
матриц к расчету линейных электрических 
цепей [1].

Задача: рассчитать электрическую цепь, 
применив матрично-топологический метод.

Дано: E1 = 120 В, E2 = 210 В, E9 = 60 В,  
I = 2 А, R1 = 25 Ом, R2 = 10 Ом, R2 = 
8 Ом, R4 = 10 Ом, R5 = 34 Ом, R6 = 30 Ом,  
R7 = 20 Ом, R8 = 2 Ом.-
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Схема:

Рис. 1

Рис. 3

Рис. 2

П р и м е ч а н и е .  На полученной схеме 
узлы d и f допустимо рассматривать как один 
узел d. 

Поскольку после преобразований ток, 
который течет через R6, изменился, то обо-
значим его I’6.

Граф для преобразованной схемы будет 
иметь вид рис. 3.

Решение. Для того чтобы составить граф 
этой схемы, необходимо исключить из ветви 
ЭДС E9, перенеся её через узел f, и заменить 
источник тока J на источник ЭДС E6 = IR6. 

Преобразованная схема будет иметь вид  
рис. 2.

Узловые и контурные матрицы удобно 
составлять по графу схемы, в которой нет 
источников тока и ветвей с сопротивлением, 
равным нулю. Если такие ветви имеются, то 
их следует исключить, используя эквива-
лентные преобразования [2].

Составим узловую матрицу А для графа 
(рис. 3), выбрав опорным узел d:

Ветви

 1    2     3     4   5  6    7
0 1 1 1 0 0 0

   A  1 0 1     0 0 1     0
1 1 0 0 1 0 1

− 
 =  
 − − − 

a
b
c

Узлы
Составим контурную матрицу В для на-

правлений обходов независимых контуров: 
Ветви

Контуры
Связь между узловой и контурной ма-

трицами определяется формулами:
T TB A   0,          A B  0.× = × =

Составим диагональную матрицу сопро-
тивлений ветвей R:
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а также матрицу ЭДС ветвей Е:
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Найдем контурные токи по формуле
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Найдем реальные токи в ветвях по фор-
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Рассчитаем токи I6 и I8 в схеме (рис. 1), 
применив первый закон Кирхгофа:

6 1 3   
2 0,879 0,201  0,92 A;

I J I I= − − − =

= − + + = −

8 5 6     
2 3,364 0,92  4, 445 A .

I J I I= − + =

= + − =
Определим UJ, применив второй закон 

Кирхгофа:

6 6   27,586 JU I R=− × =  Вт.
Проверим правильность расчета с помо-

щью баланса мощности:

.

.
Итак, токи в линейной электрической 

цепи рассчитаны верно.
Таким образом, для оптимизации реше-

ния электротехнических задач и упрощения 
процесса составления уравнений возможно 
и доступно использование узловой и диаго-
нальной матрицы. 
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Статья посвящена проблеме оптимизации процесса использования компьютера, связанной с нейронны-
ми сетями. Ежедневное использование компьютера побуждает к постоянному совершенствованию условий 
его использование, расширения его функционального спектра, надежности. В статье проводится параллель 
между процессами, происходящими в мозге человека и связанными с нейронами и синапсами, и процесса-
ми, происходящими в системе компьютера и связанными с узлами, направленными соединениями и их ве-
сом. Делается вывод о том, что нейронные сети не могут заставить компьютеры думать, как люди, однако их 
возможности позволяют оптимизировать работу пользователя компьютера в силу их положительных качеств 
и возможности использования без отвлечения на параллельные процессы, в системе, а также многофункцио-
нальности. Также они открывают поле для дальнейших исследований.
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The article is devoted to the problem of optimizing the process of using a computer connected with neural 
networks. Daily use of the computer encourages constant improvement of the conditions of its use, expansion of its 
functional spectrum, reliability. The article draws a parallel between the processes occurring in the human brain and 
associated with neurons and synapses, and processes occurring in the computer system and connected with nodes, 
directed joins and their weight. It is concluded that neural networks can not make computers think like people, but 
their capabilities allow to optimize the work of the computer user due to their positive qualities and the possibility 
of using without distraction for parallel processes, in the system, and multifunctionality. They also open the field 
for further research.
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Современные компьютеры несмотря 
на то, что могут сделать довольно простые. 
Они берут исходные данные, делают вычис-
ления и выводят данные. Человеческий мозг 
гораздо сложнее. Человеческий мозг имеет 
миллиарды нейронов, и они общаются друг 
с другом, используя электрические импуль-
сы. Таким образом, они создают синапсы, 
и масса синапсов отвечает за способность 
мозга думать и иметь сознание [1].

Некоторые ученые думали, что смо-
гут сделать компьютеры, смоделировав эту 
систему нейронных связей. Они назвали 
свою идею нейронными сетями. Идея, сто-
ящая за нейронными сетями, состоит в том, 
что у нас есть узлы, которые связаны друг 
с другом. Это похоже на нейроны и синапсы 
в мозге. Мы побуждаем узел с помощью ис-
ходных данных, а этот узел в свою очередь 
побуждает связанные с ним узлы. Но это 
не очень полезно, поэтому нейтронные сети 
организовывают так, как нужно для не-
обходимых результатов. С тех пор как мы 
стали использовать компьютерную модель 
вычисления мы бы хотели использовать хо-
рошо определенные входные и выходные 
узлы. Мы также хотели бы иметь направ-
ленные соединения, чтобы знать каким пу-

тем пройдет информация. Но кроме этого, 
мы хотим, чтобы у наших соединений были 
разные значения, это означает, что некото-
рые соединения более важные, чем другие. 
Эти разные значения называются весом, ко-
торый показывает отличие одних областей 
от других. Назначение обладания разным 
весом в соединениях заключается в том, что 
это позволяет нашим узлам вести себя как 
настоящие нейроны. Когда узел возбужда-
ется двумя разными узлами, вы можете ре-
шить какой из двух узлов более важен ему, 
используя вес. 

На этом примере узлы А и В имеют 
разный вес, и они пытаются передать свои 
значения узлу С, так как они связаны с ним 
(рис. 1). Но связь между В и С толще, чем 
связь между А и С. Поэтому узел С решает, 
что В более важен и принимает его значения. 
В некоторых случаях мы бы хотели, что-
бы узлы сами решали каких возбудителей 
им выбрать. Поэтому каждый узел думает 
о своих действиях. Для решения у каждого 
узла есть функции передачи для суждения 
входных данных. Так как компьютеры рас-
сматривают всю информацию в виде чисел, 
функция передачи – это математическое 
уравнение, обычно не слишком сложное [2].
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Рис. 1

Примерами функций передачи являют-
ся: линейная функция; пороговая функция; 
сигмоидальная функция; логистическая 
функция; гиперболический тангенс; моди-
фицированный гиперболический тангенс. 
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После принятия решения, узел прини-

мает значение от выбранного возбудителя 

и сам становится возбудителем. Принятие 
решения о передаче значения очень полез-
но для выходных данных, так как эти узлы 
создают результаты, которые нам обычно 
нужны. Обычно функция передачи воз-
вращает значение, как комбинацию узлов 
с разными значениями. Итак, для использо-
вания веса соединений и функций передачи, 
нейронные сети берут начальные (входные) 
и производит конечные (выходные) данные. 
Это та же задача, которую делает компью-
тер. Но она выполнена в виде более близком 
для нашего мозга [3].

Так как важны только входные и выход-
ные узлы, мы полагаем, что узлы в середи-
не скрыты. Они делают большую часть ра-
боты, но получают меньше похвалы. Один 
из самых важных вопросов – как определен 
вес соединения. Оказывается, нейронные 
сети могут выучить их. Сам это процесс 
называется обратным распространением. 
Если выбрать соединения с разным весом, 
тогда с данным набором входных данных 
мы выбираем желаемый набор выходных 
данных (рис. 2 и 3). Используя случайный 
вес, мы позволяем сети вычислять некото-
рые выходы, потом мы сравниваем вычис-
ленные нейронной сетью данные с желае-
мыми данными.
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Рис. 2

Рис. 3

Так как мы дали сети случайные дан-
ные, то не можем ожидать, что два вы-
хода будут иметь одинаковые значения. 
Итак, мы находим разницу. Мы называ-
ем эту разницу ошибкой в сети. На при-
мере мы дали каждой ячейке численное 
значение (рис. 4). Можно увидеть, что мы 
находим ошибку, просто вычитая и полу-
чая значения, называемые отрицательные 
ошибки. Теперь, имея ошибки, мы долж-
ны привести в порядок вес соединений. 
Попытаться получить меньшие ошибки, 
здесь нам поможет обратное распростра-
нение ошибки.

Выходные узлы сообщают скрытым уз-
лам, что они соединены к ошибке и вместе 
они исправляют соединение между ними. 
Новые данные вычисляются по формуле 
(7), основанной на старых данных, ошибке 
и скоростью обучения. 

, , ,j i j i j jW W aa← + ∆

 ( ) ,  
n

j i i j i j
j

T O g W a′∆ = − ∑ . (7)
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Рис. 4

Мы вернемся к определению скорости 
обучения позже. Скрытые узлы высчитыва-
ют собственную ошибку используя похожую 
на прежнюю формулу. Потом эти узлы с но-
выми высчитанными ошибками, прогоняют 
эти ошибки через скрытые узлы и исправля-
ют вес позади них. Этот процесс будет идти, 
пока каждый вес не будет исправлен и опре-
делена каждая ошибка. Идея заключается 
в том, чтобы определить какие узлы виновны 
за ошибки в конечных данных и попытаться 
исправить вес. После обновления данных 
в узлах, сеть пытается использовать перво-
начальные данные и вычислить выходные 
данные. Данные будут близки к желаемым, 
но все еще будет ошибка. И весь процесс 
исправлений будет повторяться, пока ошиб-
ка полностью не исчезнет. Кроме того, ней-
ронной сети нужно проделать этот процесс 
для всех входных данных в узлах [3].

Но это работает, обычно нейронная сеть 
произведет желаемые данные. Можно по-
пытаться вычислить желаемый результат 
намного быстрее, изменив скорость обуче-
ния и также количество узлов в сети. Но все 
еще на это уйдет миллион попыток нейрон-
ной сети для решения простой проблемы.

Итак, могут ли нейронные сети заста-
вить компьютеры думать как люди? Скорее 
всего нет, но мы можем многое получить 
от нейронных сетей. Их способность обу-
чаться делает их гибкими и мощными. Кроме 
того, нет необходимости разрабатывать алго-
ритм для выполнения конкретной задачи; то 
есть нет необходимости понимать внутрен-
ние механизмы этой задачи. Они также очень 
хорошо подходят для систем реального вре-
мени из-за их быстрого ответа и времени 

вычисления, которое обусловлено их парал-
лельной архитектурой. Нейронные сети так-
же способствуют другим областям исследо-
ваний, таким как неврология и психология. 
Они регулярно используются для моделиро-
вания частей живых организмов и для иссле-
дования внутренних механизмов мозга.

Возможно, самым захватывающим 
аспектом нейронных сетей является воз-
можность создания каких-то «сознатель-
ных» сетей. Существует целый ряд ученых, 
утверждающих, что сознание является «ме-
ханическим» свойством и что «сознатель-
ные» нейронные сети являются реалистич-
ной возможностью.
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Вокруг нас происходит так много вещей и событий, которые, несмотря на уровень развития науки, 
трудно спрогнозировать. Сложно предугадать с каким номером выпадет бочонок при игре в лото или сколь-
ко будет солнечных дней в году. Но при этом, имея дополнительные сведения, возможно прогнозировать 
и вычислять вероятность таких событий. В данной статье идет речь о теории вероятности, составлен алго-
ритм решения задач по этой теме, а так же приведены примеры, с помощью которых возможно вычислить 
вероятность выпадения «счастливого» билета на экзамене. Теория вероятности – это отличный помощник, 
при предсказании наступления определенного события, в том числе выпадения «счастливого» билета на эк-
замене. Простые формулы позволяют провести расчеты любому человеку. 

Ключевые слова: теория вероятности, «счастливый» билет, задачи
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Around us, there are so many things and events that, despite the level of development of science, it is difficult 
to predict. It is difficult to predict with what number a barrel will drop out when playing a lotto or how many sunny 
days a year it will be. However, with additional information, it is possible to predict and calculate the probability of 
such events. In this article we are talking about the theory of probability, an algorithm for solving problems on this 
topic is compiled, and examples are given with which it is possible to calculate the probability of a «happy» ticket 
dropping out of the exam. Probability theory is an excellent assistant when predicting the occurrence of a certain 
event, including the loss of a «happy» ticket on the exam. Simple formulas allow you to make calculations to any 
person. 

Keywords: probability theory, «happy» ticket, tasks

Каждый человек в той или иной мере 
применяет теорию вероятности для анализа 
произошедших в его жизни событий. Люди 
обращают внимание на вероятность вещей 
и прогнозируют свое дальнейшие поведе-
ние. Но к большому сожалению, не всегда 
возможны точно определить вероятность 
того или иного события [1, 3].

Примеров реального использования тео-
рии вероятности в жизни огромное множе-
ство. Так, практически вся современная эко-
номика базируется на ней. В общем, можно 
сказать, что теория вероятности будет иметь 
большое значение в начале практически лю-
бой деятельности, а так же в её регулирова-
нии. Она дает возможность оценить шансы 
той или иной неполадки, позволяет нам по-
нять, что нужно проверить и какие усилия 
необходимо предпринять, исходя из полу-
ченных данных [5].

Любую деятельность любой сферы мож-
но проанализировать, используя статистику, 
рассчитать благодаря теории вероятности 
и заметно улучшить.

Попробуем составить собственный ал-
горитм для решения задач по теории веро-
ятности [2, 4]:

1. Необходимо ознакомится с условием 
задачи и понять какие действия, с какими 
предметами выполняются.

2. Определить ключевой вопрос задачи 
и обозначить событие, вероятность которо-
го необходимо вычислить.

3. Чтобы выбрать дальнейшую после-
довательность действий следует конкрети-
зировать тип задачи и выяснить, какие фор-
мулы будут использоваться в дальнейшем 
для её решения.

4. Исходя из ответов на приведенные 
вопросы, выбрать формулы и подставить 
в них данные задачи. 

5. Готово, вероятность найдена.
Одно из важных событий в жизни любо-

го студента – это сессия. Это то время, когда 
нервничают все, включая отличников. Ведь 
всегда существует вероятность не сдать 
экзамен. Чтобы этого не произошло необ-
ходимо соблюдать десятки различных при-
мет, можно даже обратиться к нумерологии. 
Но один из простых способов вытянуть 
счастливый билет – рассчитать вероятность 
его выпадения.

Составим и решим несколько простых-
задач, на примере которых каждый студент 
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может вычислить вероятность выпадения 
счастливого билета на экзамене [6].

Задача 1. «На экзамене по математике 
шесть студентов второго курса факультета 
агробиологии и земельных ресурсов друг 
за другом вытягивают билеты. Тридцать би-
летов включают в себя четыре простых во-
проса. Необходимо вычислить вероятность, 
что хотя бы одному студенту попадется би-
лет с простыми вопросами».

Решение. В первую очередь, определим 
ключевой вопрос задачи – вычислить веро-
ятность, что хотя бы одному студенту попа-
дется билет с простыми вопросами.

Далее пойдем от обратного, найдем ве-
роятность того, что никому из студентов 
не попадется простой билет.

Эта вероятность будет равна

26 25 24 23 22 21 0,388
30 29 28 27 26 25

P = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≈ .

Первая дробь 26
30

 показывает вероят-

ность того, что билет со сложным вопросом 
достался первому студенту.

Вторая дробь 25
29

 показывает вероят-

ность того, что билет со сложным вопросом 

достался второму студенту. Третья дробь 
24
28

 показывает вероятность того, что билет 

со сложным вопрос достался третьему сту-
денту и так далее до шестого студента. Так 
как в задаче требуется одновременное вы-
полнение условий, то вероятности следует 
перемножить.

Для того, чтобы найти искомую вероят-
ность, надо вычесть полученную выше ве-
роятность из единицы. 

1 0,388 0,612− = .

Задача 2. Леша, студент второго курса 
факультета механизации сельского хозяй-
ства, сдаёт экзамен по теоретической ме-
ханике, при этом из 50 билетов 35 он знает 
хорошо, а 15 плохо. Допустим, группа сдаёт 
экзамен по частям. В первый день 15 чело-
век, включая Алексея. В каком случае Леше 
достанется с большей вероятностью «счаст-
ливый» билет – если он пойдет на экзамен 
в числе первых, в середине или же будет 
тянуть билет последним? Когда ему лучше 
зайти в кабинет?

Для начала рассмотрим случай, при ко-
тором Леша сохраняет свои шансы посто-

янными, то есть он не знает какие билеты 
вытянули однокурсники и не учит вопросы, 
которые знает плохо.

Пусть Алексей зайдет в аудиторию пер-
вым и вытянет «счастливый» билет, обо-
значим это событие 1X . По классическому 
определению вероятности: 

( )1
35 7
50 10

P X = = .

Может ли измениться вероятность из-
влечения нужного билета, если пропустить 
вперед отличника Жору? В этом случае ста-
нут возможными две несовместимые гипо-
тезы:

1B  – Жора вытянет «счастливый» (для 
Леши) билет;

2B  – Жора вытянет «несчастливый» 
билет, таким образом, увеличивая шансы 
Леши.

Событие 2X , при котором Леша зайдет 
вторым и вытянет «счастливый» билет ста-
новится зависимым.

1) Можно предположить, что Жора с ве-
роятностью

 ( )1
35 7
50 10

P B = =  

забрал у Леши «удачный» билет. Тогда оста-
нется всего 49 билетов, среди которых 34 
«Счастливых». По классическому определе-
нию вероятности: 

( )
1 2

34
49BP X = .

2) Допустим, что Жора с вероятностью

 ( )2
15 3
50 10

P B = =

«спас» Лешу от одного сложного билета. 
В этом случае останется 49 билетов, 35 
из которых «счастливые». Тогда по класси-
ческому определению вероятности: 

( )
2 2

35
49BP X = .

Воспользовавшись теоремами сложе-
ния вероятностей несовместных и умно-
жение вероятностей зависимых событий, 
определим вероятность, что Леша вытянет 
«счастливый» билет, будучи вторым в оче-
реди: 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

2 1 2 2 2

1 2 2 2

1 2 2 2

7 34 3 35 7 .
10 49 10 49 10

B B

P X P B X B X

P B X P B X

P B P X P B P X

= + =

= + =

= ⋅ + ⋅ =

= ⋅ + ⋅ =

Вероятность не изменилась. 
Рассмотрим следующее событие 3X , 

при котором Леша пойдет третьим, пропу-
стив перед собой Жору и Леру, и вытянет 
«счастливый» билет.

В данном событии гипотез будет боль-
ше: однокурсники могут забрать два удач-
ных билета или же два неудачных, так же 
вытянуть один «счастливый» билет и один 
«несчастливый» билет. Проведем аналогич-
ные рассуждения, воспользуемся теми же 
теоремами и получим значение вероятности 

( )3
7

10
P X = . 

И так далее.
Следовательно, не важно, когда идти – 

первоначальные вероятности останутся 
неизменными. Но нужно помнить, что это 
лишь усредненная теоретическая оценка. 
Если Леша пойдет последним на экзамен, то 
это не значит, что ему достанутся на выбор 
17 «счастливых» билетов и 19 «несчастли-
вых» билетов в соответствии с его изначаль-
ными шансами. Это соотношение может 
изменяться, как в лучшую, так и в худшую 
сторону. Однако, маловероятно, что сре-
ди билетов останутся одни «счастливые» 
или же наоборот – «несчастливые». 

Математика и «чистый эксперимент» – 
это хорошо, но чего следует придерживать-
ся в реальных условиях? Нужно принять 
во внимание субъективные факторы, такие 
как дополнительный балл для «храбрецов» 
или же усталость преподавателя в конце эк-
замена. Часто они могут решающими фак-
торами.

В случае, если вы хорошо подготови-
лись к экзамену, то лучше идти в числе пер-
вых, так как есть полный комплект билетов, 
постулат «мало возможные события не про-
исходят» работает в большей степени. 

Если же студент готов к экзамену до-
статочно хорошо, но пробелы в знаниях 

всё-таки есть, то будет целесообразно про-
пустить вперед несколько человек и ожи-
дать подходящего момента вне аудитории. 
Здесь нужно действовать по ситуации, когда 
начнет поступать информация о вытянутых 
билетах, и можно будет учить и повторять 
оставшиеся билеты, повышая первоначаль-
ную вероятность своего успеха.

В случае, если вы готовы неважно 
или плохо, то лучше идти в последнюю оче-
редь. Существует небольшая вероятность, 
что останутся «счастливые» для вас биле-
ты, вы можете изучить материал за время 
экзамена или же (в крайнем случае) сделать 
«шпаргалку».

Никогда невозможно точно предугадать, 
что произойдет с нами через день, два. Ведь 
событий связанных с нами в каждый момент 
невероятно много. Безусловно, мало кто бу-
дет высчитывать по формулам вероятность 
появления событий, но иногда бывает ин-
тересно проверить совпадает ли «эмпири-
ческий анализ» с математическим. Теория 
вероятности позволяет предугадать лишь од-
нотипные события. Именно поэтому её при-
менение связанно с большим количеством 
условий и ограничений, существуют такие 
задачи, вычисления в которых можно прове-
сти лишь с использованием компьютера. 
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ПроВерКа ЗнаЧиМоСТи дЛЯ КоЭФФициенТа КорреЛЯции
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Исследователя нередко интересует, как связаны между собой две или большее количество переменных 
в одной или нескольких изучаемых выборках. Например, может ли рост влиять на вес человека или может ли 
давление влиять на качество продукции? Такого рода зависимость между переменными величинами называ-
ется корреляционной, или корреляцией. Задача корреляционного анализа сводится к установлению направ-
ления (положительное или отрицательное) и формы (линейная, нелинейная) связи между варьирующими 
признаками, измерению ее тесноты, и, наконец, к проверке уровня значимости полученных коэффициентов 
корреляции. В статье рассматривается применение корреляционного анализа с расчетом коэффициентов 
корреляции Стьюдента. Изложенный материал дает общие сведения об оценке степени тесноты взаимосвязи 
между переменными.

Ключевые слова: корреляционный анализ, коэффициенты корреляции, выборка, переменные, случайные 
колебания, генеральная совокупность

TEST OF SIGNIFICANCE FOR CORRELATION COEFFICIENT
Saveleva A.S.,Chernenko N.A.

Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: saveleva25.73@mail.ru

The researcher is often interested in how two or more variables are related to one or more of the samples 
studied. For example, can growth influence the weight of a person, or can pressure affect product quality? This kind 
of relationship between variables is called correlation, or correlation. The problem of correlation analysis is reduced 
to establishing the direction (positive or negative) and the form (linear, nonlinear) of the relationship between the 
varying signs, measuring its tightness, and, finally, to checking the significance level of the correlation coefficients 
obtained. The article discusses the use of correlation analysis with calculation of correlation coefficients t-test. The 
article gives an overview of the assessment of the degree of closeness of the relationship between the variables.

Keywords: correlation analysis, correlation coefficients, sampling, variables, random vibration, a general population

Как неоднократно отмечалось, для ста-
тистического вывода о наличии или от-
сутствии корреляционной связи между 
исследуемыми переменными необходимо 
произвести проверку значимости выбороч-
ного коэффициента корреляции. В связи 
с тем что надежность статистических ха-
рактеристик, в том числе и коэффициента 
корреляции, зависит от объема выборки, 
может сложиться такая ситуация, когда ве-
личина коэффициента корреляции будет 
целиком обусловлена случайными колеба-
ниями в выборке, на основании которой он 
вычислен. При существенной связи между 
переменными коэффициент корреляции 
должен значимо отличаться от нуля. Если 
корреляционная связь между исследуемыми 
переменными отсутствует, то коэффициент 
корреляции генеральной совокупности ρ ра-
вен нулю [9].

Как всякая статистическая характери-
стика, выборочный коэффициент корреля-
ции является случайной величиной, т.е. его 
значения случайно рассеиваются вокруг 
одноименного параметра генеральной сово-
купности (истинного значения коэффициен-
та корреляции) [1].

При отсутствии корреляционной свя-
зи между переменными у и х коэффициент 

корре ляции в генеральной совокупности 
равен нулю. Но из-за случайного характера 
рассеяния принципиально возможны ситуа-
ции, когда некоторые коэффициенты корре-
ляции, вычисленные по выборкам из этой 
совокупности, будут отличны от нуля [5].

Процедура проверки значимости начи-
нается с формулировки нулевой гипотезы 
H0. В общем виде она заключается в том, 
что между параметром выборки и параме-
тром гене ральной совокупности нет каких-
либо существенных различий. Альтерна-
тивная гипотеза H1 состоит в том, что между 
этими параметрами имеются существенные 
различия. Например, при проверке наличия 
корреляции в генеральной совокупности 
нулевая гипотеза заключается в том, что 
истинный коэффициент корреляции равен 
нулю 0 : 0H p = . Если в результате провер-
ки окажется, что нулевая гипотеза не при-
емлема, то выборочный коэффициент кор-
реляции ,x yr  значимо отличается от нуля 
(нулевая гипотеза отвергается и принимает-
ся альтернативная Н1) [7, 10].

При проверке значимости исследова-
тель устанавливает уровень значимости 
α, который дает определенную практиче-
скую уверенность в том, что ошибочные 
заключения будут сделаны только в очень 
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редких случаях. Уровень значимости выра-
жает вероятность того, что нулевая гипо-
теза Н0 отвергается в  то время, когда она 
в  действительности верна. Ясно, что имеет 
смысл выбирать эту вероятность как можно 
меньшей [2].

Пусть известно распределение выбо-
рочной характеристики, являющейся не-
смещенной оценкой параметра генеральной 
совокупности. Выбранному уровню значи-
мости α соответствуют под кривой этого 
распределения заштрихованные площади 
(см. рис. 1). Незаштрихованная площадь 
под кривой распределения определяет веро-
ятность

1P a= − . 
Границы отрезков на оси абсцисс под за-

штрихованными площадями называют кри-
тическими значениями, а сами отрезки об-
разуют критическую область, или область 
отклонения гипотезы [3].

Когда же надо убедиться в том, что одна 
величина в среднем строго больше или мень 
ше другой, используется односторонняя 
критическая область. Если распределение 
выборочной характеристики симметрично, 
то уровень значимости двусторонней крити-
ческой области равен α, а  односторонней 

2
a

−  (см. рис. 1). Далее мы лишь укажем 

критерии значимости для различных проце-
дур, не останавливаясь на их построении [6].

Проверяя значимость коэффициента 
парной корреляции, устанавливают нали-
чие или отсутствие корреляционной связи 
между исследуемыми явлениями. При от-
сутствии связи коэффициент корреляции ге-
неральной совокупности равен нулю (p=0). 
Процедура проверки начинается с формули-
ровки нулевой и альтернативной гипотез [8]:

Н0: различие между выборочным коэф-
фициентом корреляции r и ρ = 0 незначимо,

Н1: различие между r и p=0 значимо, 
и следовательно, между переменными у и х 
имеется существенная связь. Из альтерна-
тивной гипотезы следует, что нужно вос-
пользоваться двусторонней критической об-
ластью.

Выборочный коэффициент корреляции 
при определенных предпосылках связан 
со случайной величиной t, подчиняющейся 
распределению Стьюдента с 2f n= −  сте-
пенями свободы [4].

Вычисленная по результатам выборки 
статистика

 
2

2
1

r nt
r
−

=
−

  (1)

сравнивается с критическим значением, 
определяемым по таблице распределения 
Стьюдента при заданном уровне значимо-
сти α и 2f n= −  степенях свободы. Пра-
вило применения критерия заключается 
в  следующем: если ,f at t> , то нулевая 
гипотеза на уровне значимости α отвергает-

Рис. 1 Проверка нулевой гипотезы H0
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ся, т. е. связь между переменными значима; 
если

,f at t> , 
то нулевая гипотеза на уровне значимости 
α принимается. Отклонение значения r от 

  0ρ=  можно приписать случайной вариа-
ции. Данные выборки характеризуют рас-
сматриваемую гипотезу как весьма возмож-
ную и правдоподобную, т. е. гипотеза об 
отсутствии связи не вызывает возражений.

Рассмотрим на конкретном примере 
проверку гипотезы о значимости выбороч-
ного коэффициента корреляции.

Для 15 пар порядковых переменных 
(x, y) был вычислен коэффициент корреля-
ции Спирмена, который оказался равным 
  0,64sP = . При уровне значимости 5%α =  
проверить гипотезу H0 о  равенстве гене-
рального коэффициента ранговой корреля-
ции нулю 0rPs =  при конкурирующей ги-
потезе 0rPs ≠ .

Решение:

0

1

: 0
: 0

r

r

H Ps
H Ps

=
≠

Постановка задачи:
Найдем наблюдаемое значение критерия:

Найдем значения границ двусторонней 
критической области из условия, что при ма-
лых объемах выборок критерий t распреде-
лен (при справедливости нулевой гипотезы) 
по закону распределения Стьюдента с чис-
лом степеней свободы 15 2 13.k = − =

На основе таблицы «Критические точки 
распределения Стьюдента» найдем границы 
двусторонней критической области на основе

 0,05a =  и 
Полученные результаты покажем графи-

чески (рис. 2).
Поскольку наблюдаемое значение кри-

терия попало в критическую область, то сле-
дует отклонить нулевую гипотезу в пользу 
альтернативной гипотезы. Это означает, что 
коэффициент ранговой корреляции значим: 
между двумя порядковыми случайными 
величинами X и Y в генеральной совокуп-
ности имеется значимая связь, которая го-
ворит о наличии связи этих двух случайных 
величин.

Рис. 2
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ПриМенение аППараТоВ инТеграЛьного иСЧиСЛениЯ 
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Данная статья посвящена использованию интегралов в курсе изучаемых нами предметов, а именно фи-
зики, электроники и электротехники. В настоящее время многие процессы, которые происходят в природе, 
описываются при помощи дифференциальных уравнений. Интегральные исчисления, в большинстве своём, 
используются там, где имеются какие либо переходные процессы или присутствует множество переменных. 
Поэтому, в данной статье, на конкретных примерах будут продемонстрированы особенности применения 
интегрирования в задачах различных уровней сложности. Показана последовательность их решения. Проде-
монстрировано то, что в каждой задаче могут применяться различные типы интегралов, как определённые, 
так и именные. Итогом статьи будет установление общей черты всех задач, для решения которых требуется 
применять интегральный метод счисления.

Ключевые слова: интеграл, физика, математика, интеграл дюамеля, электротехника, аэродинамика, 
производная, уравнение

APPLICATION OF DEVICES OF INTEGRAL CALCULUS FOR SOLVING APPLIED 
PROBLEMS IN ELECTRICAL ENGINEERING AND AERODYNAMICS

Turaev R.M., Uryadov N.V.
Stavropol State Agrarian University, Stavropol, e-mail: inf@stgau.ru

This article is devoted to the use of integrals in the course of the subjects we are studying, namely, physics, 
electronics and electrical engineering. Currently, many processes that occur in nature are described using differential 
equations. Integral calculi, in most cases, are used where there are some transients or there are many variables. 
Therefore, in this article, specific examples will demonstrate the features of the application of integration in 
problems of various levels of complexity. The sequence of their solution is shown. It is demonstrated that in each 
problem different types of integrals can be used, both definite and nominal. The result of the article will be the 
establishment of a common feature of all problems, for the solution of which it is required to apply the integrated 
method of calculation.

Keywords: integral, physics, mathematics, Duhamel integral, electrical engineering, aerodynamics, derivative, equation

На втором курсе мы начнем изучать та-
кую дисциплину, как электротехника, где 
задачи решаются не простыми математиче-
скими действиями, а сводятся к использова-
нию матриц, дифференциалов, определен-
ных и не определенных интегралов. Данная 
статья будет посвящена использованию ин-
тегралов при решении сложных задач.

хорошим примером могут служить за-
дачи, решаемые с помощью интеграла Дюа-

меля. Данный интеграл применяется для на-
хождения неизвестных при решении задач, 
в которых происходят переходные процессы 
в цепях [3, 5].

Задача 1. На зажимах цепи действует оди-
ночный импульс напряжения. Требуется с по-
мощью интеграла Дюамеля определить пере-
ходный ток в одной из ветвей заданной цепи, 
возникающий при действии импульса напря-
жения и рассчитанного переходного тока.
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Дано:
R=50 Ом.
L=100 мГн = 0,1 Гн.
Найти: ( )2i t .
Решение.
Для начала мы находим переходную 

функцию системы ( )h t :

( ) ( )
( )

2

1
i t

h t
u

= .

Теперь находим неизвестные, в данном 
случае ток с индуктивностью при включе-
нии источника напряжения:

;

.

Нам неизвестна константа A. Соглас-
но первому закону коммутации, ток че-
рез индуктивность скачком изменяться 
не может. А это значит, что до включе-
ния в цепь источника питания, ток в ин-
дуктивностиотсутствовал, то есть,его и 
не будет в начальный момент времени 

0t = .

( ) ( )0
2

1
0 0p u

i Ae
r

= + = .

Из данной формулы получаем, что

( )1u
A

r
= − .

характеристическое сопротивление вы-
ражается формулой

;

2 0rpL r rpL+ + = ;

2 0pL r+ = ;

2
rp
L

= − .

Теперь вернемся к начальному уравнению 
и подставим в него найденных величины:

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

1 1 1
1

r rt t
L L

u u u
i t e e

r r r
− − 

= − + = − 
 

( ) ( )
( )

( )

2 2

50
2502 0,1

1 1
1

1 1 0,02 1 .
50

r t
L

t
t

i t
h t e

u r

e e

−

−
−⋅

 
= = − = 

 
 

= − = −  
 

Посчитав переходную функцию систе-

мы ( )h t , перейдем к нахождению выход-
ной функции напряжения, разбив данную 
формулу на два участка:

 

при [ ]10;t t∈

при ( )1;t t∈ ∞
Найдём первую производную данных 

уравнений:

.
Для первого интервала времени ток 

в индуктивности будет равен:

 

при [ ]10;t t∈

Для второго интервала времени ток 
в индуктивности будет равен:

 

при ( )1;t t∈ ∞
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На данном примере мы раскрыли спец-
ифику решения задач по электротехнике, ис-
пользуя метод Дюамеля, основанный на прин-
ципе суперпозиции для линейных систем.

Теперь рассмотрим пример задачи, 
не связанной с электротехникой, при реше-
нии которой, применяется интегрирование. 
Возьмем теоретическую задачу на нахожде-
ние пройденного пути под действием аэро-
динамической силы [2, 6].

Решение. При увеличении скорости 
в среде, на смену вязкому трению приходит 
сила сопротивления. Она же воздействует 
на самолет во время полета. Теперь уравне-
ние движения имеет вид:

Теперь мы можем легко выразить зависимость скорости от времени:

 ( ) ( )
0

01 /
vv t
v t m

=
+ β

  (1.2)

Замедление частицы происходит по гиперболическому закону, то есть чем больше зна-
чение 0 /v mβ , тем сильнее частица тормозит.

Для нахождения зависимости пути от времени ( )s t , подставим /v ds dt=  в формулу (1.2):

( )
0

01 /
vds

dt v t m
=

+ β
.

Данное уравнение позволяет с легкостью разделить переменные и сделать интегриро-
вание с момента начала движения и до момента времени t

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

0

0

0 0
0

00 0

/

0

/

0

, 
1 /

1
1

1 1 1

1 .

s t t

v t m

v m

v t vdts t ds v d dt
v t m m m

dm d d d ln

m d lnû

β

β

β β = = = ε = ε = = + β  

+ ε ε ε
= = = = + ε =   β + ε + ε + ε 

= + ε  β

∫ ∫

∫

∫

 2dvm v
dt

= −β , (1.1)

где неизменяемый коэффициент β зависит 
от формы тела и свойств среды. Задача за-
ключается в исследовании процессов тор-
можения частиц при попадании в среду, 
имеющую сопротивление.

Переменные в уравнении движения делятся:

 2

dv dt
v m

= −β . 

Проинтегрируем это соотношение со 
времени попадания частицы в среду, то есть 
( )0t =  и до произвольно момента времени  t:
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Так, как ( )ln 1 0,=  получаем:

 ( ) 0ln 1 v tms t
m
β = + β  

. (1.3)

Таким образом, мы можем наблюдать, 
что пройденный частицей путь под дей-
ствием аэродинамической силы со време-
нем неограниченно увеличивается, в от-
личие от движения под действием силы 
вязкого трения. Другими словами, аэроди-
намическое сопротивление довольно таки 
мало для полной остановки тела. Но нельзя 
не отметить тот факт, что на начальном эта-
пе сила аэродинамического замедления мо-
жет быть больше, чем сила вязкого трения, 
однако, по мере торможения тела, силы вяз-
кого трения постепенно становятся больше 
аэродинамических сил. Это приводит к не-
ограниченности пройденного пути в рамках 
зависимости (1.3). Но в большинстве сред 
аэродинамическое сопротивление уступает 
место вязким силам сопротивления, кото-
рые завершают процесс торможения [1, 4]

В конечном итоге, можно сделать вывод, 
что интегральные исчисления используются 
вразличных типах задач, в которых присут-
ствуют переходные процессы или большое 
количество неизвестных.
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Актуальность темы обусловлена тем, что использование методов оптимизации позволяет с максималь-
ной выгодой и минимальными расходами решить задачу о производстве определенной продукции, найти бо-
лее выгодный вариант и составить наиболее оптимальный план, а также сбалансированный режим работы. 
Решение оптимизационной производственной задачи играет важную роль в развитии производства в целом. 
В процессе построения математической модели для решения определяются величины, с помощью которых 
должна быть построена модель. На переменные накладываются ограничения при которых выполняются ус-
ловия, характерные для моделируемой системы. Определяется цель задачи, для достижения которой из всех 
допустимых значений переменных нужно выбрать те, которые будут соответствовать оптимальному (наи-
лучшему) решению задачи. Для построения модели идентифицируются переменные, а цель и ограничения 
представляется в виде математических функций этих переменных. Надлежащий анализ вопросов подобного 
рода и корректная формулировка математической модели являются центральным звеном решения задач ли-
нейной оптимизации.
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The relevance of the topic is due to the fact that the use of optimization methods allows to solve the problem 
of producing certain products with the maximum benefit and minimum costs, find a more advantageous option and 
make the most optimal plan, as well as a balanced mode of operation. The solution of the optimization production 
problem plays an important role in the development of production as a whole. In the process of constructing a 
mathematical model, the solution determines the quantities by which the model should be constructed. Variables 
are constrained under which the conditions characteristic of the simulated system are met. The goal of the task 
is determined, for the achievement of which from all admissible values of variables one must choose those that 
correspond to the optimal (best) solution of the problem. To build a model, variables are identified, and the goal and 
constraints are represented as mathematical functions of these variables. A proper analysis of such questions and the 
correct formulation of the mathematical model are the central link in solving linear optimization problems.
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Актуальность выбранной темы обу-
словлена тем, что использование методов 
оптимизации, в том числе и линейного про-
граммирования, позволяет с максимальной 
выгодой и минимальными расходами ре-
шить задачу о производстве определенной 
продукции, найти более выгодный вариант, 
составить наиболее оптимальный план, 
а также сбалансированный режим работы. 
Решение оптимизационной производствен-
ной задачи играет важную роль в развитии 
производства в целом и обосновании эффек-
тивности производственных процессов [2].

В управлении производством методы 
оптимизации влияют на нахождение наи-
лучших хозяйственных решений, которые 
могут обеспечивать максимальное значение 
целевой функции и минимальное значение 
затрат. Необходимость поиска подобного 
рода решений объясняется наличием раз-
личных ограничений на факторы производ-
ства, позволяющие предприятиям полно-
ценно и бесперебойно функционировать. 
Отсутствие подобных ограничений привело 

бы к недостаточному количеству вариантов 
решений [1].

Качество решения большинства эконо-
мических задач зависит от наиболее эффек-
тивного способа использования ресурсов 
(сырья, денег, оборудования). Именно эф-
фективностью использования ограничен-
ных ресурсов определяется конечный ре-
зультат деятельности предприятия [4]. 

Экономическая суть методов оптими-
зации заключается в том, что, выбирается 
такой способ распределения ресурсов пред-
приятия, при котором обеспечивается мак-
симум (или минимум) интересующего ЛПР 
показателя.

Задачи нахождения значений параме-
тров, обеспечивающих экстремум функции 

1 2( , ,..... )nf x x x  при наличии ограничений, 
наложенных на аргументы 1 2( , ,..... )nx x x , 
носят общее название – задач математиче-
ского программирования [5].

Среди задач математического програм-
мирования самыми простыми и наиболее 
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хорошо изученными являются так называе-
мые задачи линейной оптимизации. Для них 
характерно то, что целевая функция линей-
но зависит от 1 2( , ,..... )nx x x , а также то, что 
ограничения, накладываемые на независи-
мые переменные, имеют вид линейных ра-
венств или неравенств относительно этих 
переменных [7].

Такие задачи часто встречаются на прак-
тике при решении проблем, связанных 
с распределением ресурсов, планированием 
производства, организацией работы транс-
порта. Во многих случаях расходы и доходы 
линейно зависят от количества закупленных 
или утилизированных средств.

Как уже отмечалось, оптимизация, вклю-
чающая теорию и методы решения задач, 
в которых критерий оптимальности (целевая 
функция) линейно зависит от параметров 
задачи, является наиболее разработанным 
разделом информационных технологий оп-
тимальных решений. Линейные модели ши-
роко используются в теории и практике при-
нятия управленческих решений.

Общая задача линейной оптимизации за-
ключается в нахождении максимума (мини-
мума) линейной целевой функции. Функция 
f(x) называется целевой функцией, критери-
ем оптимальности или линейной формой.

Вектор значений неизвестных 
1 2( , ,..... )nx x x x= , удовлетворяющих ус-

ловию задачи, называется допустимым ре-
шением или допустимым планом задачи 
линейной оптимизации. Совокупность всех 
допустимых планов называется множе-
ством допустимых планов. Допустимое ре-
шение называется оптимальным, если оно 
обеспечивает максимальное (или, в зависи-
мости от условий задачи, – минимальное) 
значение целевой функции.

Решение задач линейной оптимизации 
может быть получено без особых затруд-
нений. Классическим методом решения за-
дач данного типа является симплекс-метод. 
В случае лишь двух переменных успешно 
может использоваться также графический 
метод решения, обладающий преимуще-
ством наглядности [6]. 

Рассмотрим пример решения зада-
чи на нахождение оптимальных значений 
функции.

Для производства однородной продук-
ции используется три вида сырья – сталь, 
железо, медь и две технологии – выплавка 
и ковка. Производительность первой тех-
нологии (выплавки) составляет 20 ед. про-
дукции в час, производительность второй 
технологии (ковки) составляет 30 ед. про-

дукции в час. Необходимое количество сы-
рья (в кг) каждого вида, которое расходуется 
за 1 час при использовании первой и второй 
технологий и общие запасы сырья – стали, 
меди и железа имеющиеся на складе, при-
ведены в таблице.

Технология
Потребляемое сырье 

за 1 час
Сталь Железо Медь

Выплавка 10 20 15
Ковка 20 10 15

Запасы сырья 100 100 90

Определить план производства с ис-
пользованием первой и второй технологий, 
при которых выпуск будет максимальным.

Пусть x1 и x2 – время использования пер-
вой и второй технологий соответственно. 
Тогда объем выпуска продукции с учетом 
производительности технологий равен:

1 220 30 .Z x x= +
Учитывая ограничения на запасы сырья, 

получаем следующие неравенства:

1 2

1 2

1 2

10 20 100;
20 10 100;
15 15 90.

x x
x x
x x

+ ≤
 + ≤
 + ≤

В результате имеем задачу:

1 220 30 max;Z x x= + →

1 2

1 2

1 2

1 2

10 20 100;
20 10 100;
15 15 90;

, 0.

x x
x x
x x

x x

+ ≤
 + ≤
 + ≤
 ≥

Построим область допустимых решений 
(рисунок).

Так как, данная задача является задачей 
на максимум, то прямую 0Z =  нужно пере-
мещать в направлении вектора c . В резуль-
тате опорная прямая проходит через точку 
А и координаты этой точки можно полу-
чить, как точку пересечения прямых линий 
на плоскости [3]:

1 2

1 2

10 20 100;
15 15 90.

x x
x x
+ =

 + =

1 2

1 2

2 10;
6.

x x
x x
+ =

 + =



127

  МЕЖДУНАРОДНЫЙ СТУДЕНЧЕСКИЙ НАУЧНЫЙ ВЕСТНИК № 3, 2018   

 ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 

Получаем 1 22, 4.x x= =
Значение целевой функции в оптималь-

ной точке

maxZ 20 4 30 2 80 60 140.= ⋅ + ⋅ = + =
В результате расчетов можно сделать 

вывод о том, что максимальный объем про-
дукции будет получен в результате исполь-
зовании первой технологии в течении 2 ча-
сов и второй технологии в течение 4 часов 
их работы.

Таким образом, в результате проведен-
ного исследования можно сделать вывод 
о том, что применение методов оптимиза-
ции приводит к рациональному использо-
ванию ресурсов и, следовательно, к более 
эффективному функционированию пред-
приятия. 
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гидроМеханиКа МагниТноЙ жидКоСТи
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Гидромеханика обычных жидкостей, не проявляющих существенных магнитных свойств, хорошо опи-
сано в классической научной литературе. Магнитные жидкости представляют собой высокодисперсную ге-
терогенную систему способную существенно взаимодействовать с магнитными полями, сохраняя жидкое 
состояние. Гидромеханика магнитных жидкостей существенно более сложна, ввиду необходимости учета 
факторов влияния магнитного поля, как при ее статике, так и в динамике. Например, эффективность плотно-
сти магнитной жидкости, сила поверхностного натяжения, анизотропия вязкости и оптических свойств зави-
сят от приложенного магнитного поля. Соответствующие взаимодействия представляют интерес для физики 
магнитных явлений. В последние годы были выполнены обширные фундаментальные исследования в об-
ласти магнитных жидкостей; одновременно активно проводились работы по их практическому примене-
нию. Одним из главных этапов исследования магнитной жидкости, является изучение ее гидромеханической 
функции. 

Ключевые слова: анизотропия вязкости, сила поверхностное натяжение, оптические свойства магнитная 
жидкость, гидромеханическая функция

HYDROMECHANICS OF MAGNETIC LIQUID
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Hydromechanics of ordinary liquids that do not exhibit significant magnetic properties are well described in 
the classical scientific literature. Magnetic fluids are a highly disperse heterogeneous system capable of substantially 
interacting with magnetic fields while maintaining a liquid state. Hydromechanics of magnetic fluids is much more 
complicated, in view of the necessity to take into account the factors influencing the magnetic field, both in its static 
state and in dynamics. For example, the efficiency of the density of a magnetic fluid, the force of surface tension, the 
anisotropy of viscosity and optical properties depend on the applied magnetic field. The corresponding interactions 
are of interest for the physics of magnetic phenomena. In recent years, extensive fundamental research has been 
carried out in the field of magnetic liquids; At the same time, work was actively carried out on their practical 
application. One of the main stages in the investigation of a magnetic fluid is the study of its hydromechanical 
function.

Keywords: viscosity anisotropy, surface tension, optical properties, magnetic fluid, hydromechanical function

Магнитная жидкость это – искусствен-
ный материал, основой которой является 
жидкость, содержащая взвешенные в ней 
микроскопические магнитные частицы, 
покрытые поверхностно-активным веще-
ством. На практике такие системы ведут 
себя как жидкости, обладающие магнитны-
ми свойствами и в них обнаружены ранее 
не наблюдавшиеся разнообразные физиче-
ские эффекты. Гидромеханика магнитная 
жидкости отличается от обычных магнит-
ных материалов в следующих двух стадиях: 

В первом случае, если при воздействии 
внешней силы на жидкость происходят из-
менения, необходимо учитывать изменения 
ее деформации и плотности. При действии 
на жидкость магнитного поля, происходит 
изменение внутренней энергии (включая 
и энергию поля, действующего на жид-
кость), в жидкости происходит изменение 
этой внутренней энергии, обусловленные 
изменениями плотности и деформации. 
Поэтому, действующие силы на жидкость 

не могут быть получены на основе замкну-
той системы уравнений. Данная система 
уравнений описывает электромагнитное 
поле в среде [1]. 

Второй этап заключается в степенях 
свободы. Необходимо учитывать внутрен-
ние степени свободы, поскольку магнитные 
коллоидные частицы, обладают моментом 
импульса и, соответственно, импульсом.

Рассмотрим один из примеров, гидро-
механики магнитной жидкости без учета 
внутренних степеней свободы. Попробуем 
представить внутри самой магнитной жид-
кости, бесконечно малый прямоугольный 
параллелепипед. К параллелепипеду зада-
дим систему координат x, у, z и обозначим 
длины сторон, для каждого значения через 
a, b, и h.

Сперва находим объем параллелепипеда: 

( )V ab h Sh= = .
S – площадь верхней и нижней грани па-

раллелепипеда. Теперь можно рассмотреть 
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деформацию, приводящая к параллельному 
смещению DD` верхней плоскости паралле-
лепипеда, дав положение D`E`F`G`: 

`DD = ξ
С помощью этой формулы находит-

ся второй параллелепипед OABCD`E`F`G` 
с объемом V`:

`h h h= + δ .
Отсюда объем V` составляет:

` `V Sh= .

( ) ij i j ij
FF H B∂

−ρ δ + = σ
∂ρ



 .

В результате произведенных расчетов 
мы получили уравнение тензора напря-
жений в магнитной жидкости. Это всего 
лишь один из многих примеров, предла-
гаю рассмотреть обратный опыт, т.е уже 
с использованием внутренних сил степе-
ней свободы, а именно эксперименталь-
ное исследование вязкости магнитных 
жидкостей.

Рис. 1. Деформация элементарного прямоугольного параллелепипеда OABCDEFG

Изменение свободной энергии прямо-
угольного параллелепипеда происходит 
с участием объема V, то мы можем получить 
уравнение баланса энергии, рассчитав:

[( )( ) ( )( )]FS F n H Bn S n∂
−ρ ξ + ξ = ξσ

∂ρ



 .

ξ и n способны принимать произволь-
ные значения, для этого необходимо равен-
ство сделать тождеством, получим:

Проводя экспериментальные исследова-
ния, Мак-Тэйг решил пропустить через цилин-
дрическую трубу магнитную жидкость и изме-
рить ее вязкость (течение Пуазейля). Мак-Тэйг 
решил провести экспериментальные расчеты 
для двух случаев: для первого, магнитное поле 
параллельно оси трубы и для второго магнит-
ное поле перпендикулярно оси трубы. На ри-
сунке проведены экспериментальные измере-
ния зависимости вязкости от напряженности 
магнитного поля, полученные Мак-Тэйгом.
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Рис. 2. Взаимная ориентация векторов гидродинамического вихря при течении магнитной 
жидкости в цилиндрической трубе и магнитного поля Н

При экспериментальных исследованиях 
турбулентного течения магнитной жидко-
сти в трубе учеными Камиямой и другими, 
было замечено небольшое отклонение ха-
рактеристик течения по сравнению с обыч-
ными жидкостями принимающие участие 
в опыте. Те же исследователи, проводящие 
этот эксперимент, при аналогичных рас-
четах с ферромагнитными жидкостями 
наблюдали аномальное увеличение вязко-
сти, что связано с образованием агрегатов 
из магнитной жидкости под воздействием 
магнитного поля. Отсюда, авторы после за-
вершения эксперимента, выполнили анализ 
экспериментальных результатов по вязким 
характеристикам магнитной жидкости.

Существует два подхода к построению 
гидромеханики с учетом взаимодействий 

между магнитными частицами. В рамках 
первого подхода учитывается тот факт, что 
взаимодействие происходит между магнит-
ными частицами на уровне микрострукту-
ры, а уравнения гидромеханики, описываю-
щие взаимодействия на макроуровне, входят 
в усредненные значения. В самом процессе 
проведения исследований, попытки пред-
принимались Сано и другими. 

Как известно, жидкие кристаллы пред-
ставляют собой систему, обладающую 
внутренними степенями свободы. Из не-
скольких типов жидких кристаллов были 
выбраны нематические жидкие кристаллы, 
состоящие из одноосных молекул. Схемати-
чески связи между молекулами могут быть 
представлены в виде пружин, как показано 
на рис. 3.

Рис. 3. Схема взаимодействия между молекулами



131

  МЕЖДУНАРОДНЫЙ СТУДЕНЧЕСКИЙ НАУЧНЫЙ ВЕСТНИК № 3, 2018   

 ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
Перспективы развития фундаменталь-

ных исследований в области магнитной 
жидкостей связаны с использованием ком-
пьютерного моделирования и численных 
методов. Задача такого уровня является до-
статочно сложным. Прежде всего, всегда 
сложно предсказать будущее какого-либо 
направления исследований. Также актуаль-
ной проблемой является разработка прин-
ципов прогнозирования свойств магнитной 
жидкости по известным свойствам компо-
нентов и исследование управляемых про-
цессов теплообмена [2–6].
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Рассмотрены классические определения аффинного преобразования и однородных координат, их при-
менение к изображениям и основные свойства. Решается задача преобразования изображения в растровой 
графике. Для этого составлена программа на языке Паскаль – вращение трехмерного объекта вокруг своей 
оси (логотипа университета «СФУ»). В статье представлен фрагмент программы, который при помощи опе-
раторов осуществляет вращение самого объекта, а также осевое вращение векторных деталей логотипа. 
В этом фрагменте выделено и подписано построение букв «С», «Ф» и «У», что позволяет заменять их на дру-
гие и, таким образом, делает программу универсальной для применения. В программе также описаны про-
цедуры создания матрицы проекции, матрицы преобразования и применение матрицы вращения к матрице 
преобразования.

Ключевые слова: аффинное преобразование, однородные координаты

AFFINE TRANSFORMATIONS OF OBJECTS IN COMPUTER GRAPHICS BY THE 
EXAMPLE OF ROTATING 3D MODELS

Rudenko E.A., Semusheva A.Y.
Siberian Federal University, Krasnoyarsk, e-mail: rudenko.rudenko2017@yandex.ru

Classical definitions of affine transformation and homogeneous coordinates, their application to images and 
basic properties are considered. To solve the task of image transform in raster we created the graphics Pascal 
program – axial rotation of the three-dimensional object (the logo «SFU»). The article presents a fragment of the 
program that, with the help of operators, rotates the object itself, as well as the axial rotation of the vector details of 
the logo. In this fragment, the construction of the letters «C», «F» and «U» is selected and signed, which allows them 
to be replaced with others and, thus, makes the program universal for use. The program also describes the procedures 
for creating a projection matrix, a transformation matrix, and applying a rotation matrix to a transformation matrix.

Keywords: affine transformation, homogeneous coordinates

Типовая задача, решаемая при помощи 
растровой изобразительной графики – пре-
образование изображения в целом и его 
отдельных фрагментов: перемещение, по-
ворот вокруг заданного центра, изменение 
линейных размеров и т.п. Такая задача ре-
шается использованием аффинных преоб-
разований [1, 2, 3].

Введем несколько определений.
Определение 1. Преобразование пло-

скости называется аффинным, если оно вза-
имно однозначно и образом любой прямой 
является прямая. 

Определение 2. Преобразование называ-
ется взаимно однозначным, если оно разные 
точки переводит в разные, и в каждую точку 
переходит какая-то точка.

Определение 3. Аффинное преобразо-
вание – отображение плоскости или про-
странства в себя, при котором параллельные 
прямые переходят в параллельные прямые, 

пересекающиеся в пересекающиеся, скре-
щивающиеся в скрещивающиеся.

Аффинные преобразования используют-
ся в следующих ситуациях:

1. Для составления плоского изображе-
ния или трехмерной сцены путем компонов-
ки из однотипных элементов с помощью их 
копирования, преобразования и перемеще-
ния в различные места изображения. 

2. Для просмотра трехмерных объектов 
с различных точек зрения. 

3. Для проецирования трехмерных объ-
ектов на плоскость и отображения сцены 
в окне. 

Аффинные преобразования на плоско-
сти в общем виде описываются следующи-
ми формулами:

 

X Ax By C
Y Dx Ey F
= + +

 = + +   (1)
где A, B, C, D, E, F – константы.
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Преобразование (1) можно записать 

в матричной форме

 

.
1 0 0 1 1

X A B C x
Y D E F y

    
    =    
    
    

Аффинным преобразованиям может 
подвергаться как сама система координат, 
так и объекты на плоскости. Если преоб-
разование производится над системой ко-
ординат, то значения (х, у) в выражении 
(1) интерпретируются как координаты точ-
ки в старой системе координат, а значения  
(Х, Y) – координаты точки в новой системе 
координат. 

Частным случаем аффинных преоб-
разований являются просто движения (без 
какого-либо сжатия или растяжения). Дви-
жения – это преобразования, которые сохра-
няют расстояние между любыми двумя точ-
ками неизменным, а именно параллельные 
переносы, повороты, различные симметрии 
и их комбинации. 

Перемещение в пространстве задается 
с помощью матрицы размера 3x3. Для этого 
необходимо использование однородных ко-
ординат.

Определение 4.  Однородные коорди-
наты – координаты, обладающие тем свой-
ством, что определяемый ими объект не ме-
няется при умножении всех координат 
на одно и то же число.

Однородными координатами вектора  
(х, у) является тройка чисел (x’, y’, h), где  
х = х’ / h, у = y’/h, а h – некоторое веществен-
ное число (случай, когда h = 0 является осо-
бым). 

Аналогичные преобразования происхо-
дят и для трехмерных объектов. Приведем 
пример программы, написанной на язы-
ке Pascal, которая вращает аббревиатуру 
«СФУ» и ее части.

program program1;
uses GraphABC;
type
TVector = array [1..4] of Real;
TMatrix = array [1..4, 1..4] of Real;
function Vector(x, y, z: Real): TVector;
begin
Result[1]:=x;
Result[2]:=y;
Result[3]:=z;
Result[4]:=1;
end;
function Vector(x, y: Real): TVector;
begin

Result[1]:=x;
Result[2]:=y;
Result[3]:=0;
Result[4]:=1;
end;
….
procedure DrawLine(a, b: TVector; 

transform: TMatrix);
begin
ApplyTransform(a, transform);
ApplyTransform(b, transform);
Line(Round(a[1]), Round(a[2]), 

Round(b[1]), Round(b[2]));
end;
procedure DrawLine(x1, y1, x2, y2: Real; 

transform: TMatrix);
begin
DrawLine(Vector(x1, y1), Vector(x2, y2), 

transform);
end;
procedure DrawArc(x, y, r, alf, bet: Real; 

m: TMatrix);
var
x1, y1, x2, y2: Real;
i, b, e: Integer;
begin
b:=Round(alf/Pi*180);
e:=Round(bet/Pi*180);
if b > e then
begin
i:=b; e:=b; b:=i;
end;
for i:=b to e do
begin
x2:=x+r*cos(i/180*Pi);
y2:=y-r*sin(i/180*Pi);
if i > b then
DrawLine(x1, y1, x2, y2, m);
x1:=x2;
y1:=y2;
end;
end;
var// t – матрица преобразования // p – 

матрица проекции // m – временная матрица
t, p, m: TMatrix;
 //picture: Integer;
begin// Создание матрицы проекции
SetWindowSize(600, 600);
//picture:=CreatePicture(600, 600);
//SetDrawingSurface(picture);
SetPenColor(rgb(255, 128, 0));
SetPenWidth(50);
// Создание матрицы проекции
CreateSimpleProjectionMatrix(100, p);
// Матрица переноса в центр изображения
CreateTranslationMatrix(300, 300, 0, m); 

MatrixProduct(p, m); // применение матрицы 
m // Создание матрицы преобразования

rudl2.wmf
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IdentityMatrix(t);
CreateScaleMatrix(100, 100, 100, m); 

MatrixProduct(t, m); ); // Создание и приме-
нение матрицы масштабирования к матрице 
преобразования

CreateZAxisRotationMatrix(-PI / 8, m); 
MatrixProduct(t, m); // Создание и примене-
ние матрицы вращения к матрице преобра-
зования

CreateTranslationMatrix(0, 0, 200, m); 
MatrixProduct(t, m);

// Объединение матриц преобразования 
и проекции

CopyMatrix(t, m); // копировать матрицу 
преобразования в m

MatrixProduct(m, p); // применить матри-
цу проекции к матрице m // m – готовая ма-
трица преобразования // С

DrawArc(-4, -2, 1, 0, Pi/2, m);
DrawLine(-4, -3, -6, -3, m);
DrawArc(-6, -2, 1, Pi/2, Pi, m);
DrawLine(-7, -2, -7, +2, m);
DrawArc(-6, +2, 1, Pi, Pi*3/2, m);
DrawLine(-6, +3, -4, +3, m);

DrawArc(-4, +2, 1, Pi*3/2, Pi*2, m);
// Ф
DrawLine(+0, +3, +0, -3, m);
DrawArc(-sqrt(2)/2*3/2, -1.5, 3/2, pi*1/4, 

pi*7/4, m);
DrawArc(+sqrt(2)/2*3/2, -1.5, 3/2, -pi*3/4, 

pi*3/4, m);
// У
DrawLine(+3, +3, +7, -3, m);
DrawLine(+3, -3, +5, +0, m);
//RestoreDrawingSurface;
//DrawPicture(picture, 0, 0);
//SavePicture(picture, ‘Картинка.bmp’);
end.
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К транспортным задачам относится широкий круг задач с общей математической моделью, они опреде-
ляются как задачи линейного программирования специального вида и решаются оптимальными методами. 
В классическом виде транспортной задачи выделяют два типа: по критерию стоимости (минимизируются 
затраты на перевозку) и по критерию времени (минимизируется время на перевозку грузов). Мы рассма-
триваем класс задач по минимизации общей стоимости перевозок грузов из пунктов отправления в пункты 
потребления. По теории сложности вычислений транспортная задача входит в класс сложности P. В работе 
рассмотрены методы решения транспортных задач. Существует ряд методов построения начального опор-
ного решения, наиболее простым из них является метод северо-западного угла. Далее для анализа получен-
ного плана и его последующего улучшения вводятся дополнительные характеристики пунктов отправления 
и назначения, называемые потенциалами. Такой метод улучшения плана перевозок называется методом 
потенциалов. При этом на каждом этапе строится разгрузочный цикл, который позволяет снижать расхо-
ды на перевозку. Транспортная задача применяется в случаях: оптимизации поставок сырья и материалов 
на производственные предприятия; оптимизации доставок товаров со складов в розничные магазины; опти-
мизации пассажирских перевозок, и т.п.

Ключевые слова: транспортная задача, метод северо-западного угла, метод потенциалов, план перевозок

LEARNING TO MINIMIZE TRANSPORTATION COSTS
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Transport problems include a wide range of problems with a general mathematical model, they are defined 
as linear programming problems of a special kind and are solved by optimal methods. In the classical form of 
the transport problem, two types are distinguished: by the criterion of cost (transportation costs are minimized) 
and by the time criterion (the time for cargo transportation is minimized). We are considering a class of tasks to 
minimize the total cost of transporting goods from points of government to points of consumption. According to the 
theory of computational complexity, the transport problem is included in the complexity class P. In work methods 
of the decision of transport problems are considered. There are a number of methods for constructing an initial 
support solution, the simplest of them is the northwestern angle method. Further, to analyze the obtained plan and 
its subsequent improvement, additional characteristics of the departure and destination points, called potentials, are 
introduced. This method of improving the transportation plan is called the method of potentials. At the same time, an 
unloading cycle is built at each stage, which allows reducing transportation costs. The transport task is applied in the 
following cases: optimization of the supply of raw materials and materials to production enterprises; optimization of 
deliveries of goods from warehouses to retail stores; optimization of passenger transportation, etc.

Keywords: transport problem, north-west corner method, potential method, transportation plan

Транспортная компания занимается 
перевозкой зерна специальными зерно-
возами от трёх элеваторов к четырём 
мельницам. В табл. 1 показаны возмож-
ности отгрузки зерна элеваторами, а так-
же стоимость перевозки зерна одним 
зерновозом от элеваторов к мельницам. 
Стоимость перевозок приведена в ден. 
ед. [1]. 

Требуется определить структуру пе-
ревозок между элеваторами и мельницами 
с минимальной стоимостью. Для этого не-
обходимо найти матрицу перевозок, при ко-
торой стоимость всех расходов на доставку 
груза окажется минимальной. Заполним 
транспортную таблицу (табл. 1).

Начальное решение получим, например, 
методом северо-западного угла (табл. 2) [3].
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Таблица 1

Таблица 2

Суммарная стоимость перевозок равна

0 5 10 10 2 5 7 15 9 5 20 10 18 520L = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  (ден. ед.).

Для нахождения оптимального решения 
используем метод потенциалов [1, 2]. Вы-
числения обычно выполняются непосред-
ственно в транспортной таблице (табл. 3). 
Положим 1 0u = . Поскольку все потенциа-
лы определены, далее вычислим косвенные 

стоимости ij i jc u v′ = +  для всех свободных 
клеток и запишем найденные значения в ле-
вом верхнем углу каждой незанятой клетки. 
В левом нижнем углу записываем разности 

ij ij ijc c′∆ = − для каждой небазисной пере-
менной ijx .

Таблица 3
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Определив вводимую в базис перемен-

ную 31x , найдём исключаемую из базиса 
переменную. Необходимо, чтобы перевоз-
ки по маршруту, соответствующему пере-
менной 31x , уменьшили общую стоимость 
перевозок. Какой объём груза можно пере-
везти по этому маршруту? Обозначим через  
ε ( 0)ε >  количество груза, перевозимого 
по маршруту (3;1) (т. е. 31x = ε ). Сначала по-
строим замкнутый цикл, который начинает-
ся и заканчивается в ячейке, соответствую-
щей вводимой переменной 31x . Для ячейки 
(3;1) определим цикл, включающий клетки 
с базисными поставками: (3;1), (1;1), (1;2), 
(2;2), (2;4) и (3;4) (табл. 4).

Для перераспределения поставок 
по найденному циклу необходимо опреде-
лить минимальный перевозимый груз ε [1]. 
Чтобы выполнились ограничения по спросу 
и предложению, надо поочерёдно отнимать 

Таблица 4

Таблица 5

и прибавлять величину ε к значениям базис-
ных переменных, расположенных в угловых 
ячейках найденного цикла (табл. 5).

Искомую величину следует выбирать 
среди клеток, содержащих знак «минус», т.е.

 
«–» «–»

{ } { }min min 5;10;5 5ijx =ε = = . 

Переменные 11x  и 22x  обращаются 
в нуль. Поскольку только одна переменная 
исключается из базиса, то в качестве ис-
ключаемой можно выбрать как 11x , так и 

22x . Остановим свой выбор на 11x . Тогда 
22 0x = . Определив значение для вводимой 

переменной 31( 5)x = ε = , и выбрав исклю-
чаемую переменную, откорректируем зна-
чения базисных переменных, соответству-
ющих угловым ячейкам замкнутого цикла 
(табл. 6).
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Таблица 6

Перевозка единицы груза по маршруту 
(3;1) уменьшает общую стоимость перевоз-
ки на 31 9∆ =  ден. ед. Суммарная стоимость 
перевозок будет на 31 9 5 45∆ ⋅ε = ⋅ =  ден. 
ед. меньше, чем в предыдущем решении.

Так как , то по-
лучим

1 0 31 520 45 475L L= −∆ ⋅ε = − =  ден. ед.

Продолжим анализ оптимальности. Вы-
числим потенциалы нового базисного ре-
шения (табл. 7). Новой вводимой в базис 
переменной будет 14x . Замкнутый цикл по-
зволяет найти её значение x14=10 и исключа-
емую переменную 24x .

Новое решение, представлен-
ное в табл. 8, уменьшает значение це-
левой функции на 40 (ден. ед.). Тогда 

2 475 40 435L = − =  ден. ед. 

Таблица 7

Таблица 8
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Теперь для всех небазисных перемен-

ных ijx  оценки 0ij∆ < . Т.е. выполнился 
критерий оптимальности на минимум [2]. 
Таким образом, найденное решение являет-
ся оптимальным.

min

0 5 0 10
0 10 15 0
5 0 0 5

X
 
 =  
 
 

, 

 min 435L = .

Полученное решение, изложенное в тер-
минах исходной задачи перевозки зерна 
от элеваторов до мельниц, имеет следую-
щий смысл:

От элеватора До мельницы Количество 
зерновозов

1 2 5
1 4 10
2 2 10
2 3 15
3 1 5
3 4 5

Суммарная стоимость перевозок 
435L =  ден. ед.

Список литературы
1. Агишева Д.К., Зотова С.А., Светличная В.Б., Матвее-

ва Т А. Транспортные и сетевые модели управления. Часть 2: 
учебное пособие / С.А. Зотова, Д.К. Агишева, В.Б. Светлич-
ная, Т.А. Матвеева; ВПИ (филиал) ВолгГТУ. – Волгоград: 
ИУНЛ ВолгГТУ, 2012. – 160 с.

2. Агишева Д.К., Зотова С.А., Матвеева Т.А., Светлич-
ная В.Б. Линейное программирование (учебное пособие) // 
Успехи современного естествознания. – 2010. – № 9 –  
С. 61–62 URL: www.rae.ru/use/?section=content&op=show_
article&article_id=7785125. 

3. Казачков А.Д., Агишева Д.К., Светличная В.Б., Зото-
ва С.А. Реализация метода северо-западного угла на Mathcad 
15 // Материалы VIII Международной студенческой элек-
тронной научной конференции «Студенческий научный фо-
рум» www.scienceforum.ru/2016/1762/23702. 



140

 INTERNATIONAL STUDENT RESEARCH BULLETIN   № 3,  2018 

 PHYSICAL AND MATHEMATICAL SCIENCES 

УДК 519.22
иССЛедоВание наЛиЧиЯ КонКУренции МеждУ роССиЙСКиМи 
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Московский государственный технический университет им Н.Э. Баумана, Москва,  
e-mail: uko2304@mail.ru

Рассматриваются вопросы наличия конкуренции между проектами и сервисами, разработанными 
для пользователей Интернета российскими компаниями Yandex, Mail.Ru Group, Rambler&Co, а также ис-
следуется динамика популярности российских телевизионных каналов и факторы, влияющие на этот про-
цесс. Проведен анализ статистических данных исследовательской компании Mediascope по численности 
пользовательской аудитории Интернета и телевидения. В качестве объекта сбора и обработки информации 
выбран один город, которому из года в год характерно приблизительно одинаковое поведение аудитории (без 
аномальных изменений). Выявление конкурентной связи проводилось путем расчета корреляционной за-
висимости между долей людей, ежемесячно посещающих самые крупные интернет-проекты. Аналогичные 
расчеты выполнены и для аудитории ведущих телеканалов России, но в качестве исходных данных формиро-
вался массив данных с динамикой среднесуточной доли зрителей относительно каждой предыдущей недели. 

Ключевые слова: доля населения, рейтинг, статистика, корреляция, медиапланирование, конкуренция, 
моделирование

INVESTIGATION OF COMPETITION BETWEEN RUSSIAN TELEVISION 
CHANNELS AND INTERNET SITES BASED ON QUANTITATIVE  

ANALYSIS OF THEIR USER AUDIENCE
Yusupova K.O.

Bauman Moscow State Technical University, Moscow,  
e-mail: uko2304@mail.ru

The issues of the existence of competition between projects and services developed for Internet users by 
Russian companies Yandex, Mail.Ru Group, Rambler&Co are examined, as well as the dynamics of the popularity of 
Russian television channels and the factors that influence this process. The analysis of statistical data of the research 
company Mediascope on the number of the Internet and television audience has been carried out. The information 
will be gathered and processed in one chosen city characterized by nearly identical behaviour of the audience 
each year (without abnormal changes). The identification of competitive links was carried out by calculating the 
correlation between the percentage of people who visit the largest Internet projects every month. Similar calculations 
were made for the audience of the leading Russian TV channels, but as an initial data, an array of data was formed 
with the dynamics of the average daily share of viewers relative to each previous week.

Keywords: population proportion, rating, statistics, correlation, media planning, competition, modeling 

Секция «Математическое моделирование  
социально-экономических процессов», 

научный руководитель – Полежаев В.Д., д-р пед. наук, профессор

По данным компании Alexa по состоянию 
на январь 2018 года в топ-20 веб-сайтов по по-
сещаемости в Российском Интернете входят 
сайты таких IT-корпораций как: Google Inc., 
Yandex, Mail.RuGroup, Rambler&Co. В свя-
зи с тем, что ряд проектов и сервисов, раз-
работанных для пользователей Интернета 
российскими компаниями, являются конку-

рирующими, возникает естественный инте-
рес к тому, какие информационные продукты 
наиболее активно используются жителями 
России [1]. Для проведения анализа предпо-
чтений аудитории в тот или иной временной 
период были выбраны следующие проекты 
Рунета – русскоязычного сегмента Глобаль-
ной Сети (табл. 1).

Таблица 1
холдинги и их проекты

Yandex Mail.Ru Group Rambler&Co
Яндекс//

Главная страница
Mail.ru//

Главная страница
Rambler//

Главная страница
Яндекс//Почта Mail.ru//Почта Rambler//Почта

Яндекс//Новости Mail.ru//Новости Rambler//Новости
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Такая подборка сайтов, очевидно, имеет 

пересечения по тематикам (почта, новости, 
видео и т.д.), что подразумевает под собой 
наличие некоторой конкурентной взаимос-
вязи по доле посетителей от общего числа 
пользователей Интернета. Проверка этого 
предположения является первой задачей 
данной работы. Данные, используемые в ра-
боте для расчетов, взяты из отчетов проекта 
WEB-Index компании Mediascope. Этот про-
ект предоставляет детальную информацию 

об объемах аудитории интернета в крупней-
ших городах РФ и России в целом [2].

Рассмотрим имеющийся мас-
сив данных по количеству москвичей 
(Reach’000) в социально-демографиче-
ской возрастной группе 12–64 (от 12 лет 
до 64), которые составляли аудиторию 
каждого проекта ежемесячно на протя-
жении 2015–2017 гг. Фрагмент с данными 
за 2015 год в качестве примера представ-
лен в табл. 2 [3].

Таблица 2
Ежемесячная аудитория проектов в 2015 году (тыс. чел.)

Год 2015
Месяц Янв Фев Мар Апр Май Июн Июл Авг Сен Окт Ноя ДекПроект

Mail.ru // 
Почта 4443,9 4386,4 4445,9 4483,4 4320,3 4395,8 4099,1 3998,6 4089,6 4107,0 4094,1 4068,7

Mail.ru // 
Гл. стра-

ница
4256,5 4165,7 4177,6 4266,5 4119,7 4168,2 3977,8 3843,9 3975,3 4018,8 4012,1 4022,1

Mail.ru // 
Новости 2208,2 2126,2 2379,7 2132,4 2082,9 2041,6 1786,3 1844,2 1861,7 1865,5 2076,4 1887,0

Яндекс // 
Гл. стра-

ница
5734,0 5649,4 5637,1 5748,6 5720,6 5696,3 5546,3 5544,6 5513,3 5541,9 5654,2 5628,0

Яндекс // 
Новости 3531,4 3391,7 3437,6 3461,6 3358,7 3462,3 3183,5 3309,8 3331,8 3444,0 3732,4 3719,2

Яндекс // 
Почта 3496,3 3419,3 3384,0 3528,1 3360,0 3314,8 3114,2 3226,8 3365,7 3199,7 3271,5 3272,9

Rambler // 
Гл. стра-

ница
1639,4 1648,6 1319,9 1380,1 1278,8 1279,2 1161,9 1126,2 1286,3 1266,7 1332,6 1248,1

Rambler // 
Новости 1488,8 1464,5 1210,3 1168,4 1042,7 1135,6 1007,2 1021,9 1097,2 1279,2 1345,8 1209,4

Rambler // 
Почта 724,5 641,4 664,5 717,1 713,1 667,5 570,5 651,2 672,4 688,5 599,8 630,6

Расчеты зависимостей между сайтами 
показали вполне очевидный факт: проекты, 
которые находятся в пределах одного хол-
динга (например, Yandex), сильно зависят 
друг от друга по посещаемости. Объясня-
ется это достаточно просто: при переходе 
на главную страницу любого поискового 
сайта мы автоматически видим раздел с но-
востями, и нам доступен удобный переход 
на любой из его проектов, среди которых 
обычно самый необходимый – это почта. 
Так интерес к одному из разделов сайта 
влечет за собой прибавление в аудитории 
других его разделов. В табл. 3 отображены 
результаты расчетов коэффициентов корре-
ляции между числом посетителей каждого 
из рассматриваемых проектов [4].

между данными сайтами нет. Подтвердим 
сделанные выводы аналогичным методом, 
но на основе данных по другому показа-
телю. Возьмем относительный показатель 
Reach Column% ‒ доля аудитории проекта 
от всех пользователей Интернета в социаль-
но-демографической группе (%). 

Данная статистика удобна тем, что рас-
сматривается ограниченный круг людей 
(только аудитория Интернета), поэтому отно-
шения аудиторий двух сайтов к одному и тому 
же числу в определенной степени должны 
быть зависимы. Проверка этого предположе-
ния представлена на табл. 4. На нем мы ви-
дим, что посещаемость абсолютно всех сай-
тов не имеет сильной зависимости с другими 
сайтами. Таким образом, расчеты показыва-
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Матрица коэффициентов корреляции между числом посетителей проектов

 Mail.ru // 
Почта

Mail.ru // 
Гл. стра-

ница
Mail.ru // 
Новости

Яндекс // 
Гл. стра-

ница
Яндекс // 
Новости

Яндекс // 
Почта

Rambler // 
Гл. стра-

ница
Rambler // 
Новости

Rambler // 
Почта

Mail.ru // 
Почта 1,0000         

Mail.ru // 
Гл.страница 0,9816 1,0000  

Mail.ru // 
Новости 0,8440 0,8054 1,0000  

Яндекс // Гл. 
страница 0,9480 0,9652 0,7551 1,0000  

Яндекс // 
Новости 0,5491 0,6114 0,5535 0,6183 1,0000  

Яндекс // 
Почта 0,8554 0,8849 0,7058 0,8923 0,6150 1,0000  

Rambler // 
Гл.страница 0,7488 0,7200 0,7179 0,6710 0,3874 0,6684 1,0000  

Rambler // 
Новости 0,5513 0,5236 0,5755 0,4963 0,3478 0,4872 0,8091 1,0000  

Rambler // 
Почта 0,1035 0,1645 0,0044 0,1785 0,3036 0,3496 0,0421 0,0334 1,0000

Из значений коэффициентов корреляции 
видно, что для рассматриваемого показателя 
(количества москвичей, Reach) наблюдается 
слабая зависимость между сайтами разных 
холдингов, а это свидетельствует о том, что 
конкуренции (отрицательной корреляции) 

ют, что между выбранными крупными сай-
тами конкуренции нет. Аудитория Интернета 
с каждым месяцем растет, и интерес ко всем 
проектам известных холдингов увеличивает-
ся примерно с одинаковой скоростью и неза-
висимо друг от друга [5].

Таблица 4
Матрица коэффициентов корреляции по показателю Reach Column (%)

 Mail.ru // 
Почта

Mail.ru // 
Гл. стра-

ница
Mail.ru // 
Новости

Яндекс // 
Гл. стра-

ница
Яндекс // 
Новости

Яндекс // 
Почта

Rambler // 
Гл. стра-

ница
Rambler // 
Новости

Rambler // 
Почта

Mail.ru // 
Почта 1

Mail.ru // 
Гл.страница 0,8424 1

Mail.ru // Но-
вости 0,3382 0,4945 1

Яндекс // Гл. 
страница -0,0146 0,4114 0,5803 1

Яндекс // Но-
вости -0,3592 0,0636 0,5338 0,8340 1

Яндекс // 
Почта 0,3218 0,6321 0,6159 0,7799 0,5336 1

Rambler // 
Гл.страница 0,1953 0,4332 0,6198 0,5598 0,4729 0,7071 1

Rambler // 
Новости 0,1456 0,4303 0,6950 0,6583 0,6596 0,6903 0,8712 1

Rambler // По-
чта 0,1305 0,3136 0,4721 0,5425 0,5681 0,5956 0,4959 0,4892 1
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Выше изложенные рассуждения и со-

провождающие их расчеты демонстрируют 
следующие ситуации. Достаточно частым 
явлением стало закрепление за одним ли-
цом нескольких адресов электронной почты 
разных сервисов. Таким образом, человек 
имеет возможность относиться к аудитории 
сразу нескольких однопрофильных проек-
тов. Также часто встречается стандартная 
настройка веб-браузеров на стартовую стра-
ницу (как правило, это главные страницы 
поисковых сайтов), не соответствующую 
интересам посетителя, что добавляет веса 
к ее аудитории автоматически и к аудитории 
сайта, на который потом посетитель перена-
правляется. 

Немного другая ситуация наблюдается 
для следующего сегмента – ТВ. Рассмо-
трим данные по доле зрителей следующих 
каналов: Россия 1, Первый, НТВ, СТС, 
ТНТ. Первые три канала относятся к са-
мым крупным по размеру аудитории кана-
лам на телевидении. ТНТ и СТС относятся 
к самым крупным развлекательным кана-

лам, которые на первый взгляд вполне мо-
гут конкурировать. Данные, используемые 
в работе, предоставляются в рамках проекта 
TV-INDEX компании Mediascope. В таблице 
5 приведены значения среднесуточной доли 
зрителей за каждую неделю III-IV кварта-
лов 2017 года для каждого из каналов [6]. 
Данная таблица – пример структуры име-
ющихся данных. Расчеты по телевидению 
проводились за 2015–2017 гг.

Используя методы корреляционного 
анализа, было выявлено, что между ка-
налами Россия 1 и Первый канал наблю-
дается сильная отрицательная связь (R ≈ 
–0,895). Другими, словами выявлена некая 
закономерность: с увеличением аудитории 
одного канала, уменьшается аудитория дру-
гого. Для канала НТВ не было получено 
интересующих нас значений коэффициен-
тов корреляции. Поэтому, говоря подробно 
в дальнейшем о конкуренции крупнейших 
каналов, мы в первую очередь будем рассма-
тривать зависимость количества телезрите-
лей на каналах Россия 1 и Первый канал. 

Таблица 5 
Динамика (%) доли зрителей ТВ по сравнению с предыдущей неделей, 2017 год

ПЕРВЫЙ 
КАНАЛ РОССИЯ 1 НТВ ТНТ СТС Недели

-14,0 7,1 3,3 0,0 14,3 3.07 – 9.07
11,5 -13,3 1,1 2,5 -16,7 10.07 – 16.07
-5,2 3,1 2,1 4,9 2,5 17.07 – 23.07
3,6 7,5 2,0 -2,3 -2,4 24.07 – 30.07
-0,9 0,0 -8,0 -2,4 12,5 31.07 – 6.08
1,8 -6,9 -3,3 9,8 2,2 7.08 – 13.08
0,0 -4,5 2,2 0,0 10,9 14.08 – 20.08

-11,3 -1,6 6,6 15,6 -13,7 21.08 – 27,08
10,8 4,8 -6,2 -9,6 20,5 28.08–3.09
3,5 -6,1 -7,7 19,1 -11,3 4.09 – 10.09
-4,3 0,8 9,5 0,0 -6,4 11.09 – 17.09
1,8 0,8 9,8 1,8 15,9 18.09 – 24.09
8,8 -1,6 -6,9 -5,3 2,0 25.09 – 1.10
-0,8 -0,8 6,4 14,8 -3,8 2.10 – 8.10
-1,6 4,9 5,0 -12,9 -2,0 9.10 – 15.10
0,0 -5,4 0,0 -11,1 12,2 16.10–22.10
0,8 -0,8 -3,8 16,7 -10,9 23.10 – 29.10
-1,6 7,4 -19,8 -5,4 6,1 30.10 – 5.11
2,5 -3,1 21,0 -9,4 -3,8 6.11 – 12.11
-1,6 9,5 -3,1 -2,1 -4,0 13.11 – 19.11
-5,8 2,9 1,1 -2,1 4,2 20.11 – 26.11
6,1 -5,6 -2,1 0,0 -6,0 27.11 – 3.12
0,0 10,4 -4,3 6,5 0,0 4.12 – 10.12
-2,5 3,4 -2,2 -6,1 8,5 11.12 – 17.12
-0,8 -0,7 -6,8 -2,2 -2,0 18.12 – 24.12
12,0 5,3 -6,1 2,2 -2,0 25.12 – 31.12
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Для каналов СТС и ТНТ не было выявлено 

существенной зависимости и закономерности 
в изменении динамики пользовательской ауди-
тории. Коэффициент корреляции для этих ка-
налов равен –0,396. То есть наблюдается очень 
слабая (стоит заметить, отрицательная) связь. 
Влияние одних каналов на популярность других 
выявлена только в одном из рассмотренных слу-
чаев. Объяснить это, по нашему мнению, можно 
тем, что, в отличие от Интернета, полноценный 
одновременный просмотр двух каналов на од-
ном устройстве не возможен. Поэтому, действи-
тельно, размер аудитории каналов варьируется, 
оказывая воздействие на другие каналы в той 
или иной степени. 
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Одним из направлений исследований 
теории дифференциальных уравнений и их 
систем было изучение нелинейных дина-
мических систем, позволяющее рассматри-
вать с общих позиций системы, описывае-
мые как дискретными отображениями, так 
и обыкновенными дифференциальными 
уравнениями и уравнениями в частных про-
изводных. С геометрической точки зрения 
динамическая система это однопараметри-
ческая непрерывная или дискретная груп-
па (или полугруппа) преобразований фа-
зового метрического пространства в себя. 
Непрерывные группы также называются 
потоками, а дискретные – отображения-
ми или каскадами [2, 3]. Активное приме-
нение геометрического подхода к анализу 
динамических систем дифференциальных 

уравнений началось со знаменитой рабо-
ты американского математика С. Смейла, 
предложившего конструкцию отображения, 
которое впоследствии получило название 
подкова Смейла (пример динамической си-
стемы, имеющей бесконечное число пери-
одических точек и хаотическую динамику, 
не разрушающуюся при малых возмущени-
ях системы). В дальнейшем были найдены 
и другие хаотические динамические систе-
мы, описываемые дискретными отображе-
ниями и обладающие странными аттракто-
рами, такие, например, как логистическое 
отображение, отображение хенона, солено-
ид Смейла-Вильямса и др.

Так как анализ свойств непрерывных 
динамических систем, описываемых диф-
ференциальными уравнениями, может быть 
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сведен к анализу свойств некоторого ото-
бражения – отображения Пуанкаре (А. Пу-
анкаре (1854–1912 гг.), то обнаруженное 
в непрерывных динамических системах не-
регулярное, хаотическое поведение траекто-
рий, стали связывать с наличием в системе 
странного аттрактора. Однако доказатель-
ство этого факта непосредственно для зна-
менитой системы трех обыкновенных диф-
ференциальных уравнений Лоренца [4], 
в которой впервые было обнаружено нерегу-
лярное поведение траекторий, столкнулось 
со значительными трудностями. Много-
численные попытки в течение длительного 
времени обосновать методами геометриче-
ской теории динамических систем наличие 
странного аттрактора в окрестностях петель 
сепаратрис седло-узла и седло-фокуса в си-
стеме Лоренца закончились неудачей.

Более того, задача показать, совпадает 
ли поведение решений системы Лоренца 
с динамикой геометрического аттрактора 
Лоренца была сформулирована С. Смей-
лом как одна из 18 наиболее значительных 
математических проблем XXI века. А ре-
зультаты недавних работ позволили опре-
деленно утверждать, что геометрический 
подход, развитый для дискретных отобра-
жений и позволивший получить для них ряд 
блестящих результатов, является не совсем 
адекватным применительно к непрерывным 
динамическим системам, описываемым 
дифференциальными уравнениями. Сло-
жилось впечатление, что само определе-
ние сложного (нерегулярного) аттрактора 
непрерывной динамической системы как 
странного аттрактора, а также такие тради-
ционные разделы хаотической динамики, 
как вычисление размерности аттрактора, 
сценарии перехода к хаосу и критерии ди-
намического хаоса требуют значительной 
корректировки. Тем не менее использование 
геометрического аппарата дает наглядное 
представление о поведении решений систем 
в зависимости от значений параметра. Оста-
новимся на рассмотрении более простого 
случая однопараметрических локальных 
бифуркаций.

целями нашего исследования являются: 
анализ устойчивости систем дифференци-

альных уравнений по отношению к произ-
вольным малым возмущениям параметров 
таких систем; исследование процесса из-
менения фазовых портретов систем диф-
ференциальных уравнений при изменении 
параметров этих систем.

Нами ставились следующие задачи:
1) изучение однопараметрических ло-

кальных бифуркаций;
2) проведение анализа решений соответ-

ствующих им систем в зависимости от зна-
чений параметра;

3) получение графического представле-
ния результатов исследования.

Структурная устойчивость систем диф-
ференциальных уравнений является устой-
чивостью по отношению к произвольным 
малым гладким возмущениям векторных 
полей. Однако системы дифференциаль-
ных уравнений, получающиеся из раз-
личных приложений, всегда содержат то 
или иное число системных параметров. 
Поэтому с точки зрения приложений более 
естественным и интересным является ана-
лиз устойчивости систем дифференциаль-
ных уравнений по отношению к более уз-
кому классу возмущений – произвольным 
малым возмущениям параметров таких 
систем. В этом случае само пространство 
параметров будем интерпретировать как 
конечномерное пространство систем диф-
ференциальных уравнений некоторого спе-
циального вида, а возмущение конкретной 
системы – как некоторое возмущение ее 
параметров.

Теория бифуркаций систем дифферен-
циальных уравнений, берущая свое начало 
в работах А. Пуанкаре, описывает каче-
ственные, скачкообразные изменения фазо-
вых портретов систем дифференциальных 
уравнений при непрерывном, плавном изме-
нении их параметров. Значения параметров, 
при которых происходят эти качественные 
изменения фазовых портретов, называются 
бифуркационными значениями или точками 
бифуркации.

Всюду в дальнейшем мы будем рассма-
тривать гладкое семейство нелинейных ав-
тономных систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений

 ( ), , , , ,m kx F x x M L F C∞= µ ∈ ⊂ µ∈ ⊂ ⊂     (1)

заданных в фазовом пространстве М гладкими векторными полями F, зависящими от коор-
динат векторов системных параметров μ, лежащих в области L пространства k .
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Пусть значение 0µ =  является бифур-
кационным значением параметра µ , то 
есть именно при этом значении параметра 
качественно меняется фазовый портрет се-
мейства систем дифференциальных урав-
нений (1). Наиболее интересными с точки 
зрения различных приложений являются 
бифуркации устойчивых предельных мно-
жеств (аттракторов), так как они приводят 
к изменениям наблюдаемых в реальных 
экспериментах установившихся режимов. 
Бифуркации аттракторов принято разделять 
на мягкие (внутренние) и жесткие (кризисы 
аттракторов). Мягкие бифуркации приводят 
к топологическим изменениям самих аттрак-
торов, но не приводят к их исчезновению. 
Жесткие бифуркации приводят к исчезнове-
нию аттракторов [3]. В дальнейшем будут 
рассмотрены однопараметрические локаль-
ные бифуркации устойчивых особых точек.

Пусть системы дифференциальных 
уравнений из (1) при всех значениях па-
раметра µ , лежащих в некоторой окрест-
ности U бифуркационного значения пара-
метра 0µ = , имеют своими решениями 
особые точки. Особая точка (положение 
равновесия) ( )0x µ  однопараметрическо-
го семейства (1) удовлетворяет условию 

( )( )0 , 0F x µ µ = . Линеаризуя систему 
(1) в окрестности особой точки, получим 
систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений, зависящую от параметра µ :

 ( )( ) ( )2
0 , , Fy x y O y

x
∂

= µ µ +
∂



 (2)

где ( ) ( ) 0 ( )y t x t x= − µ . Вектор 0y =  явля-
ется решением системы (2) для всех Uµ∈ . 
Введем обозначение: положим 

( )( )0 , ( )F x A
x

∂
µ µ = µ

∂
. 

Бифуркации, связанные с потерей устойчи-
вости особой точки семейства (1), опреде-
ляются исключительно теми координатами 
системы (2), которые соответствуют соб-
ственным значениям матрицы (0)A , лежа-
щим на мнимой оси. Систему уравнений, 
записанную в этих координатах, называют 
нормальной формой семейства (1) в окрест-
ности особой точки. Наиболее распростра-
нены следующие типы бифуркаций.

1. Транскритическая бифуркация 
(бифуркация обмена устойчивостью)

Нормальная форма бифуркации имеет 
вид 2y y y= µ +  (или 2y y y= µ − ). В этом 
случае оба стационарные решения 0y =  
и    ( )y y= −µ = µ  сосуществуют вместе 
и обмениваются устойчивостью при пере-
ходе параметра через бифуркационное зна-
чение 0µ =  (рис.1 а).

2. Седло-узловая бифуркация
Нормальная форма седло-узловой би-

фуркации имеет вид 2y y= µ +
. Это урав-

нение при 0µ <  имеет два стационарных 
решения 1,2y = ± −µ , одно из которых яв-
ляется асимптотически устойчивым, а дру-
гое – нет. При 0µ =  оба решения слива-
ются в одно стационарное решение 0y = , 
являющееся асимптотически устойчи-
вым для траекторий, начинающихся слева 
от нуля и неустойчивым для траекторий, 
начинающихся справа от нуля. При 0µ >  
уравнение не имеет особых точек, т.е. рас-
смотренная бифуркация является кризисом 
(рис.1 б). Одновременное рождение устой-
чивой и неустойчивой особых точек проис-
ходит в случае обратной седло-узловой би-
фуркации с нормальной формой 2y y= µ −  
(рис. 1 в).

Рис. 1
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3. Бифуркация типа вилки

Существуют два вида этой бифур-
кации: 3y y y= µ −  – надкритическая и 

3y y y= µ +  – подкритическая. Для надкри-
тической бифуркации стационарные реше-
ния имеют вид: 0y =  и 1,2   ( 0)y = ± µ µ > . 
Устойчивое стационарное решение, ста-
новясь неустойчивым, порождает два дру-
гих устойчивых стационарных решения 
(рис.2 а).

Рис. 2

На рис. 2б изображен один устойчивый 
узел до бифуркации.

В случае подкритической бифуркации 
стационарные решения имеют вид: 0y =  и 

1,2   ( 0)y = ± −µ µ < . Поэтому устойчивое 
стационарное решение (узел) становится 
неустойчивым (седлом, седло-узлом, седло-
фокусом). Бифуркация является кризисом.

4. Бифуркация андронова-хопфа 
(бифуркация рождения цикла) 

Данный тип бифуркации соответствует 
случаю, когда при возрастании значений 
параметра µ два комплексно сопряженных 
собственных значения  ivµ ±  матрицы 

( )A µ  переходят при 0µ =  слева направо 
через мнимую ось комплексной плоскости, 
а все остальные собственные значения име-
ют при этом отрицательные вещественные 
части [1, 5].

Существует два вида бифуркации Ан-
дронова-хопфа: суперкритическая (или 

Решение системы (3) можно записать 
в виде

( ) ( ) ( ) ( )1 2cos ,  sin ,y t u t vt y t u t vt= =  
где функция ( )u t  удовлетворяет уравне-
нию 3u u u= µ −  При 0µ ≤  система имеет 
устойчивое решение – фокус. Программная 
реализация данной бифуркации осущест-
влена в Math Cad 14 (рис. 3).

При 0µ >  помимо неустойчивого фо-
куса – стационарного решения 1 2 0y y= =  
система (3) имеет еще другое решение 

( ) ( )1 2cos ,  siny t vt y t vt= µ = µ , 

траекторией которого на фазовой плоскости 
является предельный цикл – окружность ра-
диуса µ . С помощью Math Cad 14 получим 
фазовый портрет для этого случая (рис. 4).

мягкая) бифуркация и субкритическая (или 
жесткая) бифуркация. Нормальная форма 
суперкритической бифуркации имеет вид 

( ) 2| |y iv y y y= µ + − , 

где 1 2y y iy= +  или более подробно в виде

 
( )
( )

2 2
1 2 1 2 1

2 2
2 1 1 2 2

,y vy y y y

y vy y y y

  = − + µ − +  


 = + µ − +  





  (3)
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Рис. 3

Рис. 4
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Субкритическая (жесткая) бифуркация 
Андронова-хопфа имеет нормальную форму

( )
( )

2 2
1 2 1 2 1

2 2
2 1 1 2 2

,

.

y vy y y y

y vy y y y

  = − + µ + +  


 = + µ + +  





Решение можно записать в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2cos ,  siny t u t vt y t u t vt= = ,
где функция ( )u t  удовлетворяет уравнению 

3u u u= µ + . Используя возможности Math 
Cad 14 построим фазовые портреты субкри-
тической бифуркации для случаев 0µ <  и 

0µ ≥ .
Бифуркация Андронова-хопфа игра-

ет важную роль в теории нелинейных ди-

намических систем как самостоятельный 
математический объект, присутствующий 
практически во всех классических системах 
с нерегулярной динамикой, например, таких 
как системы Лоренца, Ресслера [5].
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ПриМенение МеТодоВ МаТеМаТиЧеСКого анаЛиЗа 
В МодеЛироВании ЭКоноМиЧеСКих ПроцеССоВ

редькина Л.а.
ФГБОУ ВО «Елецкий государственный университет им. И.А. Бунина», Елец,  

e-mail: laba_redkina@mail.ru

Многочисленные наблюдения и исследования показывают, что в окружающем нас мире величины (на-
пример, цена товара и величина спроса на него, прибыль фирмы и объем производства этой фирмы, инфля-
ция и безработица) существуют не изолированно друг от друга, а связаны определенным образом. Такие 
связи приводят к установлению функциональной зависимости между экономическими объектами. В статье 
рассмотрены вопросы приложения математического анализа к решению экономических задач с использо-
ванием дифференциального исчисления. Кратко изложен теоретический материал и дана его экономиче-
ская интерпретация. Разобраны примеры использования теории функций одной и нескольких переменных 
для оптимизации процесса производства. Показана роль математического анализа в управлении производ-
ством, что приводит к изменению механизма хозяйствования, принципов и методов управления. 

Ключевые слова: математическая модель, функция полезности, производственная функция, функция спроса, 
потребления и предложения

APPLICATION OF MATHEMATICAL ANALYSIS METHODS IN MODELING OF 
ECONOMIC PROCESSES

Redkina L.A.
Bunin Yelets State University, Yelets,  

e-mail: laba_redkina@mail.ru

Numerous observations and studies are show that the quantities in the world around us (for example, the 
price of a good and the amount of demand for it, the firm’s profit and the volume of production, the inflation and 
the unemployment) are exist not in isolation from each other but are connected in a certain way. Such relates 
lead to the establishment of a functional connection between economic units. The questions of application of the 
mathematical analysis to the decision of business problems with use of a differential calculus are considered in the 
article. The theoretical material is briefly presented and its economic interpretation is given. Examples of the use of 
the function theory of one and several variables for the optimization of the production process are examined. The 
role of mathematical analysis in the management of production is shown, which leads to a change in the management 
mechanism, principles and methods of management.

Keywords: mathematical model, function of utility, function of production, function of demand, consumption and 
estimate

Математические методы все большее 
применение находят в анализе экономиче-
ской деятельности организаций. В результа-
те их использования становится возможным 
исследование влияния отдельных факторов 
на экономические показатели деятельности 
предприятий разного уровня собственности, 
что способствует уменьшению сроков ана-
лиза этой деятельности, повышению точ-
ности осуществления экономических рас-
четов. С помощью математических методов 
становится возможным решение многомер-
ных аналитических задач, которые не могут 
быть выполнены традиционными методами. 
В процессе использования методов матема-
тического анализа осуществляется построе-
ние и изучение экономико-математических 
моделей, описывающих влияние отдельных 
факторов на экономические показатели дея-
тельности организаций.

В большинстве литературных источни-
ков [1, 2] под экономико-математической 

моделью понимают математическое описа-
ние экономического объекта или процесса 
с целью их исследования и управления ими. 
Это математическая запись решаемой эко-
номической задачи.

Остановимся на использовании мате-
матического анализа в моделировании эко-
номических процессов. Для наглядного 
изображения зависимостей между эконо-
мическими величинами широкое примене-
ние находят функции. С помощью функций 
и функциональных зависимостей модели-
руются взаимосвязи между различными ве-
личинами, количественные и качественные 
отношения между различными экономиче-
скими характеристиками и показателями. 
Набор используемых функций весьма ши-
рок: от простейших линейных до функций, 
зависящих от нескольких переменных, 
определяющих состояния изучаемых объек-
тов в разные периоды времени. В экономике 
наиболее часто используются следующие 
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функции: функция полезности, производ-
ственная функция, функция спроса, потре-
бления и предложения [3, 4].

Функция полезности (функция предпо-
чтения) задает зависимость результата, эф-
фекта некоторого действия от уровня (ин-
тенсивности) этого действия.

Производственная функция устанав-
ливает зависимость результата производ-
ственной деятельности от обусловивших 
его факторов. Производственная функция 
характеризует техническую зависимость 
между ресурсами и выпуском и описывает 
всю совокупность технологически эффек-
тивных способов.

С помощью функции потребления, 
спроса и предложения определяется зависи-
мость объема потребления, спроса и пред-
ложения на отдельные товары или услуги 
от различных факторов (например, цены, 
дохода и т.п.). 

Все перечисленные выше функции 
чаще всего зависят не от одной перемен-
ной, а от нескольких переменных. Поэтому 
геометрическое представление данных за-
висимостей затруднено. В более простых 
случаях графики функции полезности, про-
изводственной функции, функции спроса, 
потребления и предложения, а также анализ 
зависимостей экономических переменных 
можно найти в [5]. В своем исследовании 
мы остановимся на приложении класси-
ческих методов математического анализа, 
которые используются как самостоятельно 
(дифференцирование и интегрирование), 
так и в рамках других методов. Остано-
вимся на методе, который основывается 
на определении производной и её приложе-
ниях. Рассмотрим сначала функцию одной 
переменной ( )y f x= . С точки зрения ма-
тематического анализа производной функ-
ции ( )y f x=  называется предел отноше-
ния приращения функции к приращению 
независимой переменной при стремлении 
последнего к нулю (если этот предел суще-
ствует):

|

0 0

( )lim lim
x x

y f x xy
x x∆ → ∆ →

∆ + ∆
= =

∆ ∆
.

Экономический смысл производной 
может быть получен при рассмотрении по-
нятий производительности труда, издержек 
производства и т.п. Проведем соответствую-
щие рассуждения на примере задачи о про-
изводительности труда. Пусть функция 

( )V V t=  выражает зависимость объема 
V произведенной продукции от времени t. 

Требуется найти производительность труда 
в момент времени t0. Объем произведенной 
продукции с момента времени t0 до 0t t+ ∆  
составит ( )0 0( )V V t t V t∆ = + ∆ − . Величи-

на 
V
t

∆
∆

 есть средняя производительность 
за этот период времени. Тогда производи-
тельность труда в момент времени t0 можно 
определить как предельное значение сред-
ней производительности при 0t∆ → : 

( )|
0 0

lim
t

VV t
t∆ →

∆
=

∆
.

Получаем экономический смысл произ-
водной: производная объема произведенной 
продукции по времени ( )|

0V t  есть произво-
дительность труда в момент времени t0.

Если мы рассмотрим задачу про издерж-
ки производства, то формула 

|

0
lim
x

yy
x∆ →

∆
=

∆ , 

где издержки производства y есть функция 
количества выпускаемой продукции х, вы-
ражает предельные издержки производства 
и характеризует приближенно дополнитель-
ные затраты на производство единицы до-
полнительно продукции. 

Аналогичным образом определяются 
предельная выручка, предельный продукт, 
предельная полезность и другие предель-
ные величины. Применение дифференци-
ального исчисления для исследования эко-
номических процессов на основе анализа 
предельных величин получило название 
предельного анализа. Таким образом, пре-
дельные величины характеризуют процесс 
изменения экономического объекта, т.е. 
производная выступает как скорость изме-
нения некоторого экономического процесса 
по времени или относительно другого ис-
следуемого фактора. 

Пример 1. Функция полных затрат в за-
висимости от объема выпускаемой продук-
ции задана соотношением 3 22 96y x x= − +
. При каком объеме производства предель-
ные и средние затраты совпадают?

решение. Средние затраты вычисляют-
ся по формуле

2
.

962ñð
yy x x
x x

= = − + . 

Для нахождения предельных затрат 
воспользуемся экономическим смыслом 
производной | 23 4y x x= − . Значение х, 
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при котором предельные и средние затраты 
совпадают, находим из уравнения: 

| 2
cp

2 2

962

483 4 0.

y y x x
x

x x x x
x

= ⇒ − + =

= − ⇒ − − =

Решая последнее уравнение, найдем 
значение 4x = . Таким образом, предель-
ные и средние затраты совпадают при объ-
еме производства равном 4.

При решении экономических задач ча-
сто используется известная теорема Ферма, 
которая утверждает, что если дифференци-
руемая на некотором промежутке функция 

( )y f x=  достигает наибольшего или наи-
меньшего значения во внутренней точке 0x  
этого промежутка, то производная функции 
в этой точке равна нулю, т.е. ( )|

0 0f x = . 
Экономической интерпретацией теоре-

мы Ферма является базовый закон теории 
производства, который утверждает, что оп-
тимальный для производителя уровень вы-
пуска товара определяется равенством пре-
дельных издержек и предельного дохода.

Пример 2. Найти максимальную при-
быль, которую может получить фирма-
производитель, при условии, что весь то-
вар реализуется по фиксированной цене 
р=10,5 за единицу, а функция издержек име-
ет вид

 ( )
2

10
4 2
x xC x = + + .

решение. Так как х количество произво-
димого товара, то доход фирмы выражается 
формулой:

 ( ) 10,5D x x= .
Функция прибыли 

( ) ( ) ( )
2

10,5 10
4 2
x xP x D x C x x= − = − − − ,

т.е.  ( )
2

10 10
4
xP x x= − − .  

Найдем производную и точки, подозритель-
ные на экстремум:

 ( )| 10
2
xP x = − ;

 ( )| 0P x =

тогда и только тогда, когда 10 0
2
x

− = , 

т.е. 20x = . Исследуя знак производной 

в окрестности точки 20x = , заключаем, 
что она является точкой максимума. Значит 

( )20 90maxP P= = . Следовательно, макси-
мальная прибыль фирмы равна 90 ден. ед.

В экономической теории очень часто 
встречаются задачи, в которых используют-
ся функции нескольких переменных. При-
мерами таких функций являются: функция 
полезности ( )1 2, , , nz f x x x= …  от п при-
обретенных товаров; производственная 
функция, выражающая результат производ-
ственной деятельности от обусловивших 
его факторов 1 2, , , nx x x… . Мы остановимся 
на рассмотрении случая функции двух пере-
менных ( , )z f x y= . Для решения экономи-
ческих задач, содержащих в условии функ-
ции двух переменных, требуется знание 
понятия частных производных по перемен-
ным х и у первого и второго порядков, необ-
ходимое и достаточное условия экстремума.

Напомним, что частной производной 
функции ( , )z f x y=  по независимой пере-
менной х называется конечный предел 

( ) |

0

, ( ,  )
lim ( , )xx

f x x y f x y
f x y

x∆ →

+ ∆ −
=

∆
.

Аналогично производной по перемен-
ной у называется предел 

( ) |

0

, ( ,  )
lim ( , )yy

f x y y f x y
f x y

y∆ →

+ ∆ −
=

∆
. 

Необходимым условием существова-
ния экстремума дифференцируемой функ-
ции ( , )z f x y=  в точке 0 0( , )x y  является 
равенство нулю её частных производных: 

( )|
0 0, 0xf x y =  и ( )|

0 0, 0yf x y = . 
Для того чтобы функция ( , )z f x y=

имела экстремум в точке 0 0( , )x y , достаточ-
но выполнения следующих условий:

существования непрерывных частных 
производных второго порядка в окрестно-
сти точки 0 0( , )x y ;

( )|
0 0, xf x y =  ( )|

0 0, 0yf x y = ;

/ / / /
0 0 0 0

/ / / /
0 0 0 0

( , ) ( , )
0

( , ) ( , )
xx xy

xy yy

f x y f x y
f x y f x y

∆ = > , 

причем, если / /
0 0( , ) 0xxf x y < , то 0 0( , )x y  – 

точка максимума, если / /
0 0( , ) 0xxf x y > , то 

0 0( , )x y  – точка минимума.
Пример 3. Найти величины исполь-

зуемых ресурсов (х, у), при которых фир-
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ма-производитель получит максимальную 
прибыль, если заданы производственная 
функция

( ) 3, 30K x y x y=

и цены 1 6 p =  ден. ед. и 2 5 p =  ден. ед. 
первого и второго ресурсов.

решение. Производственная функция 
в денежном выражении равна доходу от ис-
пользования ресурсов. При этом издержки 
( ), 6 5C x y x y= + . Функция прибыли име-

ет вид:

( ) 3, 30 6 5P x y x y x y= − − .
Найдем её максимум.

( ) ( )
3

| |

3 2

10 15, 6;   , 5x y
y xP x y P x y

yx
= − = − .

Решая систему уравнений 

3 2

3

10
6 0,

15 5 0,

y
x

x
y


− =



 − =
  

найдем стационарную точку (125, 225). Ис-
следуем её на экстремум:

5 21 1
3 32 2

4
13

2 11 3
3 32 2

20 5
3 25

155
2

x y x y
x y

x y x y

− − −

− −

− − −

−
∆ = =

−

( )125, 225 0, ∆ >  
следовательно, (125, 225) – точка экстре-
мума; / / (125, 225) 0xxP < , следовательно,  
(125, 225) – точка максимума. Таким об-
разом, максимальная прибыль будет 
при х=125, у=225.

Из рассмотренных задач можно сделать 
вывод, что методы математического анали-
за и в частности дифференциальное исчис-
ление широко применяются для решения 
экономических задач. Математический ана-
лиз позволяет выявить резервы повышения 
эффективности производства. Роль анали-
за в управлении производством возрастает 
вследствие того, что меняется механизм 
хозяйствования, меняются принципы и ме-
тоды управления. Ограниченность ресурсов 
и необходимость выбора заставляют руко-
водителей постоянно проводить исследо-
вания в области рынков сбыта, источников 
сырья, изучения спроса, ценообразования, 
что должно обеспечить повышение эффек-
тивности производства.

Список литературы
1. Багриновский К.А., Матюшок В.М. Экономико-ма-

тематические методы и модели (микроэкономика): Учебное 
пособие. – М.: РУДН, 1999. – 183 с.

2. Бережная Е.В., Бережной В.И. Математические ме-
тоды моделирования экономических систем: Учебное посо-
бие. – М.: Финансы и статистика, 2006. –432 с

3. Замков О.О. Математические методы в экономике / 
О.О. Замков, А.В. Толстопятенко, Ю.Н. Черемных. – М.: 
«Дело и Сервис», 2001. – 365 с.

4. Красс М.С., Чупрынов Б.П. Основы математики и ее 
приложения в экономическом образовании. – М.: «Дело» 
АНх, 2008. – 720 с.

5. Окунева Е.О., Моисеев С.И. Математические методы 
исследования экономики. – Воронеж: ВФ МГЭИ, 2013. – 
73 с.



155

  МЕЖДУНАРОДНЫЙ СТУДЕНЧЕСКИЙ НАУЧНЫЙ ВЕСТНИК № 3, 2018   

 ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
Секция «Прикладная физика», 

научный руководитель – Давлетшина М.Р., канд. сельхоз. наук, доцент

УДК 537.8
ЭЛеКТроМагниТное ПоЛе и его ВЛиЯние  

на ЗдороВье ЧеЛоВеКа
гайзетдинова а.М., гайсина г.а.

Башкирский государственный аграрный университет, Уфа, e-mail: alsu.gayzetdinova@mail.ru 

В статье рассматривается воздействие электромагнитного поля на здоровье человека. Спектр этих ча-
стот весьма широк – от гамма-излучения до низкочастотных электрических колебаний, поэтому вызванные 
ими изменения могут быть весьма разнообразными. На характер последствий влияет не только частота, 
но и интенсивность, а также время облучения. Некоторые частоты вызывают тепловое и информационное 
воздействие, другие оказывают разрушительное действие на клеточном уровне. При этом продукты распада 
могут вызывать отравление организма В ходе работы затронуты основные отрицательные стороны влия-
ния бытовой техники и мобильных телефонов на человека. В работе приведены разнообразные примеры 
воздействия электромагнитного поля и побочные эффекты этих действий. При работе лазерных установок 
на организм человека могут воздействовать следующие вредные факторы: инфракрасное излучение, шум, 
вибрация. Опасно попадание лазерного луча на кожу человека, в результате чего могут возникнуть ожоги 
различной степени тяжести. В заключении даны рекомендации по уменьшению вреда электромагнитного 
излучения.

Ключевые слова: электромагнитное поле, источники электромагнитных волн, инфракрасное излучение, 
лазерное излучение.
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The article considers the effect of the electromagnetic field on human health. The spectrum of these frequencies 
is very wide – from gamma radiation to low-frequency electric oscillations, so the changes caused by them can 
be very diverse. The nature of the consequences is affected not only by the frequency, but also by the intensity, as 
well as by the time of irradiation. Some frequencies cause thermal and informational impact, while others have a 
destructive effect on the cellular level. At the same time, decay products can cause poisoning of the body. During 
the work, the main negative aspects of the influence of household appliances and mobile phones on a person are 
mentioned. The paper gives a variety of examples of the effects of the electromagnetic field and the side effects of 
these actions. When working laser installations on the human body can affect the following harmful factors: infrared 
radiation, noise, vibration. It is dangerous to hit the laser beam on the human skin, resulting in burns of varying 
severity. In conclusion, recommendations are given to reduce the harm of electromagnetic radiation.

Keywords: electromagnetic field, sources of electromagnetic waves, infrared radiation, laser radiation

Электромагнитные поля пагубно влияют 
на здоровье человека. Но в нынешнем этапе 
развития человек уже не сможет без этого 
прожить. Ведь сейчас даже маленьких детей 
не отпускают на улицу без телефонов, а те-
лефон первый в списке пагубных влиятелей 
на здоровье человека. Уровень биологиче-
ского воздействия электромагнитных полей 
не зависит от длительности его воздействия. 
При воздействии электромагнитного поля 
у человека может наблюдаться повышенная 
утомляемость, вялость, изменение кровяно-
го давления и пульса, возникновение болей 
в сердце, боли. 

Влияние физических факторов 
на организм человека (на примере 

электромагнитных волн)
Люди подвергаются различным опас-

ностям, под которыми обычно понимают 

явления, которые наносят ущерб здоровью 
человека, т.е. вызывают различные нежела-
тельные последствия. 

В настоящее время в быту, люди пользу-
ются различными приборами- источниками 
электромагнитных волн, которые излучают 
энергию и тем самым оказывают значимое 
влияние на организм человека. 

Источниками естественных электромаг-
нитных полей являются атмосферное элек-
тричество, космические лучи, излучение 
солнца, а искусственные источники: различ-
ные генераторы, лазерные установки, линии 
электропередач, измерительные приборы, 
и др. 

Жизнь на нашей планете возникла 
в тесном взаимодействии с электромагнит-
ным полем Земли. К земному полю люди 
приспособились в процессе своего раз-
вития эволюции. Земное поле стало не-
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обходимым и важным фактором в жизни 
человека. Любое действие полей, как уве-
личенная, так и уменьшенная может повли-
ять на человека. 

Электромагнитная сфера нашей пла-
неты определяется в основном электриче-
ским и магнитным полями, атмосферным 
электричеством, радиоизлучением, а также 
полями искусственных источников. 

Перед грозой и во время грозы у чело-
века появляется плохое самочувствие из-
за усиления электрического поля, а одним 
из причин ДТП на дорогах являются маг-
нитные бури, которые возникают из-за сол-
нечной активности, которые так же ухуд-
шают здоровье больных людей в пожилом 
возрасте. 

В быту электрические поля пользуются 
большим спросом для производства домаш-
них утварей, детских игрушек, мужских 
и женских одежд, обуви, для конструкции 
общественных точек и жилых домов, так же 
и строй материалов являющимися синтети-
ческими полимерами.

Все промышленные и бытовые электро- 
и радиоустановки являются источниками 
искусственных полей разной силы. 

По мере убывания длины волны в диа-
пазон включаются инфракрасное излучение, 
видимый свет, ультрафиолетовое излуче-
ние, рентгеновское излучение и гамма- из-
лучение. 

Электростатические поля возникают 
при работе легко электризующимися ма-
териалами. В радиотехнике используются 
электромагниты с постоянным током и ме-
таллокерамические магниты- они и явля-
ются постоянными источниками магнит-
ных полей.

Источниками электрических полей 
промышленной частоты являются: линии 
электропередачи, специальные устройства 
защиты, автоматики, измерительные прибо-
ры, высоковольтные установки промышлен-
ной частоты. 

Источниками электромагнитных излу-
чений радиочастот являются мощные ради-
останции, антенны, генераторы, установки 
индукционного и диэлектрического устрой-
ства, высокочастотные приборы в медицине 
и в быту. 

Источником повышенной опасности 
в быту являются микроволновые печи, теле-
визоры, мобильные телефоны. В настоящее 
время признаются источником риска элек-
троплиты, электрические чайники, утюги, 
холодильники (при работающем компрессо-
ре) и другие бытовые электроприборы. 

Особым видом магнитного излучения 
является лазерное излучение, которое гене-
рируется в лазере [1]. 

Воздействия электромагнитных волн 
на человека

Механизм воздействия электромагнит-
ных волн на биологические объекты недо-
статочно изучен. В постоянном электриче-
ском поле молекулы, из которых состоит 
тело человека, поляризуются. 

Частоты электромагнитных излучений 
широки, и используются в телерадиовеща-
нии, радионавигации и др. При повышении 
частоты электростатические свойства жи-
вых тканей сильно изменяются. Электро-
магнитные поля оказывают на организм 
человека тепловое и биологическое воздей-
ствие. Переменное поле вызывает нагрев 
тканей человека. Энергия проникшего в ор-
ганизм многократно преломляется в много-
слойной структуре тела с разной толщиной 
слоев тканей [2]. 

Тепловая энергия, возникшая в тка-
нях человека, увеличивает тепловыделе-
ние. Если механизм терморегуляции тела 
не сможет рассеять избыточное тепло, то 
неизбежно повышение температуры тела. 
Выделение теплоты может приводить к пе-
ренагреванию тканей и органов, которые 
недостаточно хорошо снабжены кровенос-
ными сосудами. Например, хрусталик глаза, 
желчный пузырь.

Такие органы как мозг, глаза, почки 
и ткани человека, которые обладают слабо 
выраженной терморегуляцией, более чув-
ствительны к облучению. Перегревание 
тканей и органов ведет к их заболеваниям. 
Отрицательное воздействие электромагнит-
ного поля может привести к торможению 
рефлексов, понижению кровяного давления, 
замедлению сокращений сердца, измене-
нию состава крови, помутнению хрусталика 
глаза (катаракта) [3]. 
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Воздействие сверхвысоких частот – из-

лучения интенсивностью может привести 
к потере зрения. При длительном облучении 
умеренной интенсивности возможны нару-
шения со стороны эндокринной системы, 
так же изменение углеводного и жирового 
обмена, сопровождающееся похудением, 
повышением возбудимости. 

При работе лазерных установок на орга-
низм человека могут воздействовать следу-
ющие вредные факторы: инфракрасное из-
лучение, шум, вибрация. При воздействии 
лазерного излучения на организм человека 
возникают биологические эффекты. Все-
го различают первичные и вторичные эф-
фекты. Первичные изменения происходят 
в тканях человека непосредственно под дей-
ствием излучения (ожоги, кровоизлияния), 
а вторичные (побочные явления) вызыва-
ются различными нарушениями в человече-
ском организме, резвившимися вследствие 
облучения. 

а также свертывания крови. Все это ука-
зывает на неоднозначность реакций орга-
низма на воздействие электромагнитного 
поля. 

Заключение
Люди довольно часто подвергаются 

воздействию различных видов электромаг-
нитного излучения. Для уменьшения воз-
действия излучения на организм человека 
существуют различные методы, например, 
рациональное размещение облучающих 
объектов, ослабляющее воздействие из-
лучения на людей; ограничение времени 
нахождения человека в электромагнитном 
поле; использование поглощающих экранов 
или же применение средств индивидуаль-
ной защиты. 

Для защиты глаз от воздействия электро-
магнитного излучения применяются специ-
альные очки. 

Наиболее чувствителен к воздействию 
лазерного излучения глаз человека. Опас-
но попадание лазерного луча на кожу че-
ловека, в результате чего могут возник-
нуть ожоги различной степени тяжести. 
Лазерные лучи высокой интенсивности 
вызывают поражение различных внутрен-
них тканей и органов человека, что вы-
ражается в виде кровоизлияний, отеков, 
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Теория функций одного переменного является одним из важнейших направлений в комплексном анали-
зе и играет значительную роль как в классической, так и в современной математике. В теории функций одно-
го комплексного переменного и ее многочисленных приложениях существенную роль играют пространства 
аналитических функций в единичном круге комплексной плоскости. Методы, разработанные в процессе 
решения задач, связанных с этими пространствами, нашли существенные приложения в теории рядов и ин-
тегралов Фурье, в теории сингулярных и интегральных операторов и других разделах комплексного и гармо-
нического анализа. В представленной заметке приведен обзор некоторых результатов, касающихся весовых 
пространств в комплексной плоскости, рассмотрены некоторые аспекты теории весовых пространств анали-
тических в круге функций, а именно их интегральные представления.
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The theory of functions of one variable is one of the most important directions in complex analysis and plays 
a significant role in both classical and modern mathematics. In the theory of functions of one complex variable and 
its numerous applications, the spaces of analytic functions in the unit circle of the complex plane play an essential 
role. The methods developed in the process of solving problems related to these spaces have found significant 
applications in the theory of series and Fourier integrals, the theory of singular and integral operators and other 
sections of complex and harmonic analysis. In the present note provides an overview of some results concerning the 
weight spaces in the complex plane, we consider some aspects of the theory of weight spaces of analytic in terms of 
functions and their integral representations.
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Пусть Ω множество измеримых положи-
тельных функций ω на (0,1],∆ =  для кото-
рых существуют числа , ,m M qω ω ω , причем 

, (0,1]m qω ω ∈ , такие, что

 ( )
( )

xm M
xω ω

ω λ
≤ ≤
ω

,

 x∀ ∈∆ , [ ,1]qωλ∈  [1].
Очевидно, что произвольная положи-

тельная измеримая на [0,1] функция ω, отде-
ленная от нуля и бесконечности на отрезке 
[0,1], принадлежит классу Ω. Отметим так-
же, что функции вида 

( ) (ln ln ...ln ) , (0,1],

n

cx x x
x

α βω = ∈


при всех , Rα β∈  также принадлежат клас-
су Ω, а функции вида 

1exp , (0,1], 0,x
xσ

 − ∈ σ > 
   

не принадлежат данному классу [2].
В дальнейшем для краткости изложения 

будем опускать индексы чисел , ,m M qω ω ω . 
Рассмотрим класс Ω при

 1
2

q = .

В следующей теореме мы получим инте-
гральное представление функции из класса 

1, .
2

qΩ =

Теорема 1.1. Класс Ω совпадает с клас-
сом функций ω, допускающих на Δ пред-
ставление 

 
1 ( )( ) exp ( ) , ,
x

ux x du x
u

 ε
ω = η + ∈∆ 

 
∫
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где η и ε – ограниченные измеримые функ-
ции на Δ, причем 

ln ln( )
ln 2 ln 2

m Mx≤ ε ≤ .

Доказательство теоремы основано 
на ряде вспомогательных утверждений. [3]

Лемма 1.1. Если 
11 1, ,

2 2

p p−    ω∈Ω λ∈    
     

, 

то 
( ) , .
( )

p pxm M x
x

ω λ
≤ ≤ ∈∆
ω

 

Доказательство. При 1p =  оценка сле-
дует непосредственно из определения клас-
са Ω. 

Предположим, что оценка установлена 
для некоторого n N∈ , то есть для 

11 1,
2 2

p p−    λ∈     
       

справедливо

 
( ) , .
( )

n nxm M x
x

ω λ
≤ ≤ ∈∆
ω  

Докажем аналогичную оценку при 1n + . 
Пусть 

11 1,
2 2

n n+    λ∈     
     

. 

Положим 2τ = λ , очевидно, что 
11 1,

2 2

n n−    τ∈     
     

. 

По предположению

 
( ) ,
( )

n nxm M
x

ω τ
≤ ≤
ω

11 1,
2 2

n n−    τ∈     
     

. 

Но поскольку 
1
2

λ = τ , и 

1 1 1 1
2 2 2 2 ,

1 1( ) ( )
2 2

x x x x
M

x xx x

       ω τ ω τ ω ω τ       
       = ≤
ω ω   ω ω   

   
 

то

1 1
2 2

1 ( )
2

1 1 1
2 2 2 .

1 1( )
2 2

x x
m

xx

x x x
M

xx x

   ω τ ω τ   
   ≤ =

ω ω 
 

     ω τ ω ω τ     
     = ≤

ω   ω ω   
   

Используя предположение индукции, получим оценку 

1 1

1
2 ,

( )
n n

x
m M

x
+ +

 ω τ 
 ≤ ≤
ω

 

то есть  1 1( )
( )

n nxm M
x

+ +ω λ
≤ ≤
ω , 

11 1,
2 2

n n+ 
λ∈  

 
.  
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Лемма 1.2. Пусть r∈∆  тогда суще-
ствуют положительные числа ( ),A A r=  

( ),B B r=  такие, что

 ( ) ( ) ( ), [ ,1]A r x B r x r≤ ω ≤ ∈ .
Доказательство. Пусть 

1 1, .
2

p

r p N  ≤ < ∈ 
   

По лемме 1.1. 

( )
( )

p pxm M
x

ω λ
≤ ≤
ω

, 

при

 
11 1, ,

2 2

p p

x
−    λ∈ ∈∆    

     
.

Докажем, что аналогичная оценка верна 
и при всех

 
11 1, ,

2 2

k k− 
λ∈  

 
 1 k p≤ ≤ . 

Действительно, поскольку 

0 1,m< ≤  1 M≤ < +∞ , 

то  p k k pm m M M≤ ≤ ≤ .  
Записывая теперь аналогичную оценку 

для произвольного k, получим: 

( ) ,
( )

p pxm M
x

ω λ
≤ ≤
ω  

при всех 
11 1, , , 1, 2,..., .

2 2

k k

x k p
− 

λ∈ ∈∆ = 
 

Положив далее 

1x = , 
1 ,1 ,
2

p 
λ∈  

 
 

получим: 

( ) ,
(1)

p pm Mω λ
≤ ≤
ω

 
то есть 

(1) ( ) (1)p pm Mω ≤ ω λ ≤ ω , 

1 ,1 ,
2

p 
λ∈  

 
 

или 
( ) ( ) ( ),A r B r≤ ω λ ≤  [ ,1]rλ∈ , 

где ( ) , ( ) .p pA r m B r M= =
доказательство теоремы 1.1. 
Положим 

 
1

1
2

1 ( )( ) ln , .
ln 2 ( )

tx dtx x
x t

 ω
δ = ∈∆ ω 

∫  (1.1) 

Очевидно, что функция δ измерима 
и ограничена. Действительно, 

( ) ,
( )
txm M
x

ω
≤ ≤
ω  

1 ,1 ,
2

t  ∈     

x∈∆ , 

поэтому, интегрируя по отрезку 
1 ,1
2
 
  

, по-
лучим: 

1 1

1 1
2 2

ln ln( )
ln 2 ln 2

m dt M dtx
t t
≤ δ ≤∫ ∫ , 

x∈∆ , или ln ( ) lnm x M≤ δ ≤ .
Из равенства (1.1) непосредственно сле-

дует, что 
1

1
2

1 ln ( )ln ( ) ( )
ln 2

txx x dt
t
ω

ω = −δ + ∫ .

Преобразуем последний интеграл: 
1

1 1
2 2

ln ( ) ln ( )x

x

tx udt du
t u
ω ω

=∫ ∫ . 

Учитывая равенства 

1 1
2 2

1 1

1
2

ln ( ) ln ( )

ln ( ) ln ( )

qx

x x

x

u udu du
u u

u udu du
u u

ω ω
= +

ω ω
+ − =

∫ ∫

∫ ∫  

1 1 1

1
2

1ln
ln ( ) ln ( )2

x x

t
t tdt dt dt

t t t

 ω  ω ω = + −∫ ∫ ∫
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1 1

1
2

1ln
ln ( )2 ,

( )x

t
dt t dt

t t t

 ω  ω = +
ω∫ ∫

имеем:

 

1

1
2

1

1 ln ( )ln ( ) ( )
ln 2

1
1 2ln .

ln 2 ( )x

tx x dt
t

t
dt

t t

ω
ω = −δ + +

 ω 
 +
ω

∫

∫
Положив далее 

1

1
2

1 ln ( )( ) ( ) ,
ln 2

1
1 2( ) ln , ,

ln 2 ( )

tx x dt
t

t
t t

t

ω
η = −δ +

 ω 
 ε = ∈∆
ω

∫

получим нужное представление, причем 

( ) ( )1 1
ln ( ) ln ,

m M
x

M m
ω ω

≤ η ≤  

,x∈∆  

  
ln ln( ) ,
ln 2 ln 2

m Mx≤ ε ≤  .x∈∆   (1.2)

В дальнейшем положим 

  
ln ,
ln 2

mhω =  
ln .
ln 2

MHω =   (1.3)

Очевидно, что 
( )h x Hω ω≤ ε ≤ , 

при этом 0, 0.H hω ω> <
Следствие 1.1. Пусть 

1ln
,

ln 2
mhω ωα = − =

ln .
ln 2

MHω ωβ = =  

Тогда при 0 1x< <  справедлива оценка 
1( )x x

x
ω

ω

α
β≤ ω ≤ .

Доказательство. Из оценок (1.2), (1.3) 
имеем 

1 ( ) 1( ) exp exp ln ,
x

tx H
t xω

ε
ω = ≤∫

то есть

 1( )x
x ωβ

ω ≤ . 

Аналогично, учитывая ограниченность 
функции ε снизу и оценку (1.2), получим 

( )x xωα ≤ ω , 0 1x< < . 
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