
104

 INTERNATIONAL STUDENT RESEARCH BULLETIN   № 3,  2018 

 PHYSICAL AND MATHEMATICAL SCIENCES 
УДК 511:621.3

ПриМенение КоМПЛеКСнЫх ЧиСеЛ В ЭЛеКТроТехниКе
Мазинова Л.Э., Попова С.В.

ФГБОУ ВО «Ставропольский государственный аграрный университет», Ставрополь,  
e-mail: mazinowal@mail.ru

Теория комплексных чисел исторически вышла из потребностей математики, но в дальнейшем нашла 
широкое применение в технических дисциплинах. Разные формы записи комплексных чисел дают возмож-
ность решать задачи в зависимости от поставленных условий. Переход от одной формы к другой позво-
ляет осуществлять формула Эйлера, связывающая тригонометрические формулы и экспоненту. Введение 
комплексных чисел позволяет более продуктивно и достаточно компактно решать задачи электротехники, 
выполняя действия с помощью формул или векторов. Метод комплексных амплитуд, с помощью которого 
описываются гармонические колебания в линейных электрических цепях, позволяет осуществить переход 
от реальных гармонических токов и напряжений к комплексным амплитудам, что, по сути, приводит к из-
учению реальных процессов в цепях с помощью комплексных чисел.
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The theory of complex numbers has historically emerged from the needs of mathematics, but later it found 
wide application in technical disciplines. Different forms of recording complex numbers make it possible to solve 
problems depending on the set conditions. The transition from one form to another makes it possible to realize the 
Euler formula connecting trigonometric formulas and the exponential. The introduction of complex numbers makes 
it possible to solve the problems of electrical engineering more productively and fairly compactly, by performing 
actions with the help of formulas or vectors. The method of complex amplitudes, by means of which harmonic 
oscillations in linear electric circuits are described, allows the transition from real harmonic currents and voltages 
to complex amplitudes, which, in fact, leads to the study of real processes in chains by means of complex numbers.
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В математике чрезвычайно обширно 
используется решение задач с помощью 
комплексных чисел. Однако, что такое 
комплексные числа и как они нашли себя 
в электротехнике [4]?

Для начала рассмотрим формулу Эйле-
ра. Это серьёзная и важная формула, которая 
объединяет тригонометрические функции 
sin , cos  ϕ ϕ  с экспонентой xe  – с функци-
ей, которая не входит в состав периодиче-
ских функций, но очень часто используется 
в электротехнике [1].

Формула Эйлера считается базовой фор-
мулой при вычислении комплексных напря-
жений токов в электротехнике [2].

Известно, что свойства большинства 
математических функций выводят на мно-
жестве вещественных чисел, если они на 
этом множестве существуют. Но, например, 
уравнение

2  5x =−
решения в области вещественных чисел 
не имеет.

Для того чтобы обеспечить решение 
таких уравнений, было введено понятие 
комплексного числа, включающего в себя 
не только вещественную, но и мнимую 

часть, которая содержит мнимую единицу, 
по определению равную

1i = − .
Если ввести допущение, что такое число 

существует, то всё равно очень много мате-
матических функций при невыполнении 
не выводят за множество комплексных чи-
сел, а продолжают рассматривать на множе-
стве вещественных чисел. При этом остаётся 
немало задач, особенно прикладного харак-
тера, решение которых нужно производить 
с помощью комплексных чисел [5, 6, 8].

Комплексным числом Z в общем случае 
считают сумму пары чисел – вещественного 
числа x и произведения yi, где i – есть мни-
мая часть:

Z x yi= + .
Преимуществом комплексных чисел 

является то, что, практически, все матема-
тические операции над комплексными чис-
лами не выходят за множество комплексных 
чисел, то есть результат действия над ком-
плексными числами можно выразить в виде 
комплексного числа.

Этим активно пользуются при расчётах 
в электротехнике. В математике для симво-
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лического изображения мнимой единицы 
используют обозначение i, но в электротех-
нике же так принято обозначать ток, поэто-
му это обозначение заменяют на j, физиче-
ский смысл же от этого не меняется:

Z x yj= + .
Вернёмся, применив эту формулу к три-

гонометрическим функциям, а именно к 
cosϕ .

Учтём, что любая функция f(x) при опре-
делённых условиях представима в виде сте-
пенного ряда, то есть сводится к виду
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Также распишем ряд Маклорена 
для функции sinϕ :
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Точно так разложим на ряд Маклорена 
функцию xe  и получим:

0 !

k
x

k

xe
k

∞

=

=∑ .

Предположим, что х принадлежит 
множеству комплексных чисел и x j= ϕ
. Для того, чтобы получить формулу Эйле-
ра разобьём этот ряд на два ряда по чётным 
и нечётным степеням k:
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далее в первом и втором слагаемом путём 
элементарных преобразований вынесем 
за скобку 2nj  и получим:

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2 2 1

0 0 1

2 2 2 2 1

0 1

! 2 ! 2 1 !

 
2 ! 2 1 !

n nk
j

k n n

n n n n

n n

j jxe
k n n

j j j
n n

+∞ ∞ ∞
ϕ

= = =

+∞ ∞

= =

ϕ ϕ
= = + =

+

ϕ ϕ
= +

+

∑ ∑ ∑

∑ ∑

Учитывая то, что 2 1j = − , то получим 
следующее:
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Собственно говоря, мы получили фор-
мулу Эйлера, устанавливающую зависи-
мость между экспонентой и тригонометри-
ческими функциями и имеющую вид:

cos sinie jϕ = ϕ+ ϕ

Эта формула существенно помога-
ет упростить математические выражения 
в комплексной области. Так при описании 
электромагнитных процессов в цепях пере-
менного тока приходится вычислять много 
непростых интегралов, что приводит к гро-
моздкому решению. Оказалось, что вы-
полнение поставленных задач упрощается 
при введении комплексных чисел [3, 7].

Комплексные числа можно представ-
лять в разных формах записи – алгебраиче-
ской, тригонометрической или показатель-
ной – в зависимости от постановки задачи, 
исходных данных и требуемых результатов, 
но благодаря формуле Эйлера легко перехо-
дить от одной формы записи к другой. На-
пример, переменный ток в цепи можно за-
писать по-разному:

I a jb= +  – алгебраическая форма; 
I = (cos  sin )m i iI jϕ + ϕ  – тригонометри-

ческая форма;

 I =  ij
mI e ϕ  – показательная форма.

При сложении токов в цепях с начальной 
фазой, равной нулю, сложностей не возни-
кает. Но при сложении токов с разными на-
чальными фазами простая, на первый взгляд, 
задача приводит к громоздким тригономе-
трическим вычислениям. Тогда как, исполь-
зуя переход к комплексным числам, эта же 
задача решается в несколько строк [9, 10].

Если решать задачи электротехники 
с помощью векторов, то опять же удобно 
перейти к комплексной записи токов или на-
пряжений и выполнять построения на ком-
плексной плоскости, где горизонтальная 
ось – ось вещественной части комплексного 
числа, а вертикальная – ось мнимой части 
этого же числа.
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Комплексные числа также применяют-

ся для описания гармонических колебаний 
в линейных электрических цепях, при этом 
переход от реальных гармонических то-
ков и напряжений к комплексным ампли-
тудам выражает суть метода комплексных 
амплитуд, который является моделью ис-
следуемых процессов, где на первое место 
выдвигаются амплитуды, а время и часто-
ты отодвигаются на задний план. Переход 
к комплексным значениям позволяет ком-
пактно описать один объект сразу двумя ве-
личинами.

По сути, переход от реальных гармони-
ческих колебаний к комплексным ампли-
тудам есть построение модели с помощью 
комплексных чисел, которые в этой модели 
носят названия – комплексный ток, ком-
плексное напряжение, комплексная ЭДС.

Применение комплексных чисел позво-
ляет:

– использовать законы, формулы и ме-
тоды расчётов, применяющиеся в цепях по-
стоянного тока, для расчёта цепей перемен-
ного тока;

– упростить некоторые вычисления, за-
менив графическое решение с использова-
нием векторов на алгебраическое решение;

– рассчитывать сложные цепи, не реша-
ющиеся другим путем;

– упростить расчеты цепей постоянного 
и переменного токов.
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