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Многочисленные наблюдения и исследования показывают, что в окружающем нас мире величины (на-
пример, цена товара и величина спроса на него, прибыль фирмы и объем производства этой фирмы, инфля-
ция и безработица) существуют не изолированно друг от друга, а связаны определенным образом. Такие 
связи приводят к установлению функциональной зависимости между экономическими объектами. В статье 
рассмотрены вопросы приложения математического анализа к решению экономических задач с использо-
ванием дифференциального исчисления. Кратко изложен теоретический материал и  дана его экономиче-
ская интерпретация. Разобраны примеры использования теории функций одной и нескольких переменных 
для оптимизации процесса производства. Показана роль математического анализа в управлении производ-
ством, что приводит к изменению механизма хозяйствования, принципов и методов управления. 
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Numerous observations and studies are show that the quantities in the world around us (for example, the 
price of a good and the amount of demand for it, the firm’s profit and the volume of production, the inflation and 
the unemployment) are exist not in isolation from each other but are connected in a certain way. Such relates 
lead to the establishment of a functional connection between economic units. The questions of application of the 
mathematical analysis to the decision of business problems with use of a differential calculus are considered in the 
article. The theoretical material is briefly presented and its economic interpretation is given. Examples of the use of 
the function theory of one and several variables for the optimization of the production process are examined. The 
role of mathematical analysis in the management of production is shown, which leads to a change in the management 
mechanism, principles and methods of management.
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Математические методы все большее 
применение находят в  анализе экономиче-
ской деятельности организаций. В результа-
те их использования становится возможным 
исследование влияния отдельных факторов 
на экономические показатели деятельности 
предприятий разного уровня собственности, 
что способствует уменьшению сроков ана-
лиза этой деятельности, повышению точ-
ности осуществления экономических рас-
четов. С помощью математических методов 
становится возможным решение многомер-
ных аналитических задач, которые не могут 
быть выполнены традиционными методами. 
В процессе использования методов матема-
тического анализа осуществляется построе-
ние и  изучение экономико-математических 
моделей, описывающих влияние отдельных 
факторов на экономические показатели дея-
тельности организаций.

В большинстве литературных источни-
ков [1, 2] под экономико-математической 

моделью понимают математическое описа-
ние экономического объекта или  процесса 
с целью их исследования и управления ими. 
Это математическая запись решаемой эко-
номической задачи.

Остановимся на  использовании мате-
матического анализа в моделировании эко-
номических процессов. Для  наглядного 
изображения зависимостей между эконо-
мическими величинами широкое примене-
ние находят функции. С помощью функций 
и  функциональных зависимостей модели-
руются взаимосвязи между различными ве-
личинами, количественные и качественные 
отношения между различными экономиче-
скими характеристиками и  показателями. 
Набор используемых функций весьма ши-
рок: от простейших линейных до функций, 
зависящих от  нескольких переменных, 
определяющих состояния изучаемых объек-
тов в разные периоды времени. В экономике 
наиболее часто используются следующие 
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функции: функция полезности, производ-
ственная функция, функция спроса, потре-
бления и предложения [3, 4].

Функция полезности (функция предпо-
чтения) задает зависимость результата, эф-
фекта некоторого действия от  уровня (ин-
тенсивности) этого действия.

Производственная функция устанав-
ливает зависимость результата производ-
ственной деятельности от  обусловивших 
его факторов. Производственная функция 
характеризует техническую зависимость 
между ресурсами и выпуском и описывает 
всю совокупность технологически эффек-
тивных способов.

С помощью функции потребления, 
спроса и предложения определяется зависи-
мость объема потребления, спроса и  пред-
ложения на  отдельные товары или  услуги 
от  различных факторов (например, цены, 
дохода и т.п.). 

Все перечисленные выше функции 
чаще всего зависят не от  одной перемен-
ной, а от нескольких переменных. Поэтому 
геометрическое представление данных за-
висимостей затруднено. В  более простых 
случаях графики функции полезности, про-
изводственной функции, функции спроса, 
потребления и предложения, а также анализ 
зависимостей экономических переменных 
можно найти в  [5]. В  своем исследовании 
мы остановимся на  приложении класси-
ческих методов математического анализа, 
которые используются как самостоятельно 
(дифференцирование и  интегрирование), 
так и  в  рамках других методов. Остано-
вимся на  методе, который основывается 
на определении производной и её приложе-
ниях. Рассмотрим сначала функцию одной 
переменной ( )y f x= . С  точки зрения ма-
тематического анализа производной функ-
ции ( )y f x=  называется предел отноше-
ния приращения функции к  приращению 
независимой переменной при  стремлении 
последнего к нулю (если этот предел суще-
ствует):

|

0 0

( )lim lim
x x

y f x xy
x x∆ → ∆ →

∆ + ∆
= =

∆ ∆
.

Экономический смысл производной 
может быть получен при рассмотрении по-
нятий производительности труда, издержек 
производства и т.п. Проведем соответствую-
щие рассуждения на примере задачи о про-
изводительности труда. Пусть функция 

( )V V t=  выражает зависимость объема 
V произведенной продукции от  времени t. 

Требуется найти производительность труда 
в момент времени t0. Объем произведенной 
продукции с момента времени t0 до  0t t+ ∆  
составит ( )0 0( )V V t t V t∆ = + ∆ − . Величи-

на 
V
t

∆
∆

 есть средняя производительность 
за  этот период времени. Тогда производи-
тельность труда в момент времени t0 можно 
определить как предельное значение сред-
ней производительности при  0t∆ → : 

( )|
0 0

lim
t

VV t
t∆ →

∆
=

∆
.

Получаем экономический смысл произ-
водной: производная объема произведенной 
продукции по времени ( )|

0V t  есть произво-
дительность труда в момент времени t0.

Если мы рассмотрим задачу про издерж-
ки производства, то формула 

|

0
lim
x

yy
x∆ →

∆
=

∆ , 

где издержки производства y есть функция 
количества выпускаемой продукции х, вы-
ражает предельные издержки производства 
и характеризует приближенно дополнитель-
ные затраты на  производство единицы до-
полнительно продукции. 

Аналогичным образом определяются 
предельная выручка, предельный продукт, 
предельная полезность и  другие предель-
ные величины. Применение дифференци-
ального исчисления для  исследования эко-
номических процессов на  основе анализа 
предельных величин получило название 
предельного анализа. Таким образом, пре-
дельные величины характеризуют процесс 
изменения экономического объекта, т.е. 
производная выступает как скорость изме-
нения некоторого экономического процесса 
по  времени или  относительно другого ис-
следуемого фактора. 

Пример 1. Функция полных затрат в за-
висимости от объема выпускаемой продук-
ции задана соотношением 3 22 96y x x= − +
. При  каком объеме производства предель-
ные и средние затраты совпадают?

Решение. Средние затраты вычисляют-
ся по формуле

2
.

962ñð
yy x x
x x

= = − + . 

Для  нахождения предельных затрат 
воспользуемся экономическим смыслом 
производной | 23 4y x x= − . Значение х, 
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при котором предельные и средние затраты 
совпадают, находим из уравнения: 

| 2
cp

2 2

962

483 4 0.

y y x x
x

x x x x
x

= ⇒ − + =

= − ⇒ − − =

Решая последнее уравнение, найдем 
значение 4x = . Таким образом, предель-
ные и средние затраты совпадают при объ-
еме производства равном 4.

При решении экономических задач ча-
сто используется известная теорема Ферма, 
которая утверждает, что если дифференци-
руемая на  некотором промежутке функция 

( )y f x=  достигает наибольшего или наи-
меньшего значения во внутренней точке 0x  
этого промежутка, то производная функции 
в этой точке равна нулю, т.е. ( )|

0 0f x = . 
Экономической интерпретацией теоре-

мы Ферма является базовый закон теории 
производства, который утверждает, что оп-
тимальный для производителя уровень вы-
пуска товара определяется равенством пре-
дельных издержек и предельного дохода.

Пример 2.  Найти максимальную при-
быль, которую может получить фирма-
производитель, при  условии, что весь то-
вар реализуется по  фиксированной цене 
р=10,5 за единицу, а функция издержек име-
ет вид

 ( )
2

10
4 2
x xC x = + + .

Решение. Так как х количество произво-
димого товара, то доход фирмы выражается 
формулой:

 ( ) 10,5D x x= .
Функция прибыли 

( ) ( ) ( )
2

10,5 10
4 2
x xP x D x C x x= − = − − − ,

т.е.	  ( )
2

10 10
4
xP x x= − − . 	

Найдем производную и точки, подозритель-
ные на экстремум:

 ( )| 10
2
xP x = − ;

 ( )| 0P x =

тогда и  только тогда, когда 10 0
2
x

− = , 

т.е. 20x = . Исследуя знак производной 

в  окрестности точки 20x = , заключаем, 
что она является точкой максимума. Значит 

( )20 90maxP P= = . Следовательно, макси-
мальная прибыль фирмы равна 90 ден. ед.

В экономической теории очень часто 
встречаются задачи, в которых используют-
ся функции нескольких переменных. При-
мерами таких функций являются: функция 
полезности ( )1 2, , , nz f x x x= …  от  п при-
обретенных товаров; производственная 
функция, выражающая результат производ-
ственной деятельности от  обусловивших 
его факторов 1 2, , , nx x x… . Мы остановимся 
на рассмотрении случая функции двух пере-
менных ( , )z f x y= . Для решения экономи-
ческих задач, содержащих в условии функ-
ции двух переменных, требуется знание 
понятия частных производных по перемен-
ным х и у первого и второго порядков, необ-
ходимое и достаточное условия экстремума.

Напомним, что частной производной 
функции ( , )z f x y=  по независимой пере-
менной х называется конечный предел 

( ) |

0

, ( ,  )
lim ( , )xx

f x x y f x y
f x y

x∆ →

+ ∆ −
=

∆
.

Аналогично производной по  перемен-
ной у называется предел 

( ) |

0

, ( ,  )
lim ( , )yy

f x y y f x y
f x y

y∆ →

+ ∆ −
=

∆
. 

Необходимым условием существова-
ния экстремума дифференцируемой функ-
ции ( , )z f x y=  в  точке 0 0( , )x y  является 
равенство нулю её частных производных: 

( )|
0 0, 0xf x y =  и  ( )|

0 0, 0yf x y = . 
Для того чтобы функция ( , )z f x y=

имела экстремум в точке 0 0( , )x y , достаточ-
но выполнения следующих условий:

существования непрерывных частных 
производных второго порядка в  окрестно-
сти точки 0 0( , )x y ;

( )|
0 0, xf x y =  ( )|

0 0, 0yf x y = ;

/ / / /
0 0 0 0

/ / / /
0 0 0 0

( , ) ( , )
0

( , ) ( , )
xx xy

xy yy

f x y f x y
f x y f x y

∆ = > , 

причем, если / /
0 0( , ) 0xxf x y < , то 0 0( , )x y   – 

точка максимума, если / /
0 0( , ) 0xxf x y > , то 

0 0( , )x y  – точка минимума.
Пример 3.  Найти величины исполь-

зуемых ресурсов (х, у), при  которых фир-
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ма-производитель получит максимальную 
прибыль, если заданы производственная 
функция

( ) 3, 30K x y x y=

и цены 1 6 p =  ден. ед. и  2 5 p =  ден. ед. 
первого и второго ресурсов.

Решение. Производственная функция 
в денежном выражении равна доходу от ис-
пользования ресурсов. При  этом издержки 
( ), 6 5C x y x y= + . Функция прибыли име-

ет вид:

( ) 3, 30 6 5P x y x y x y= − − .
Найдем её максимум.

( ) ( )
3

| |

3 2

10 15, 6;   , 5x y
y xP x y P x y

yx
= − = − .

Решая систему уравнений 

3 2

3

10
6 0,

15 5 0,

y
x

x
y


− =



 − =
  

найдем стационарную точку (125, 225). Ис-
следуем её на экстремум:

5 21 1
3 32 2

4
13

2 11 3
3 32 2

20 5
3 25

155
2

x y x y
x y

x y x y

− − −

− −

− − −

−
∆ = =

−

( )125, 225 0, ∆ >  
следовательно, (125, 225)  – точка экстре-
мума; / / (125, 225) 0xxP < , следовательно,  
(125, 225)  – точка максимума. Таким об-
разом, максимальная прибыль будет 
при х=125, у=225.

Из рассмотренных задач можно сделать 
вывод, что методы математического анали-
за и в частности дифференциальное исчис-
ление широко применяются для  решения 
экономических задач. Математический ана-
лиз позволяет выявить резервы повышения 
эффективности производства. Роль анали-
за в  управлении производством возрастает 
вследствие того, что меняется механизм 
хозяйствования, меняются принципы и ме-
тоды управления. Ограниченность ресурсов 
и  необходимость выбора заставляют руко-
водителей постоянно проводить исследо-
вания в области рынков сбыта, источников 
сырья, изучения спроса, ценообразования, 
что должно обеспечить повышение эффек-
тивности производства.
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